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放物線を究める
この記事は, 放物線に関する自作問題と, その解説です。
中学生向け:問 1 数 III未修者向け:問 1,問 2,問 3

問 題� �
放物線 P : y = x2 について以下の問いに答えよ。た
だし, 原点を O とする。また, P の X から Y まで
の部分を弧 XY のように呼ぶことにする。

問１ P 上に 2点 A(a, a2), B(b, b2)をとり, A, B に
おける P の接線を tA, tB , その交点を C とする。
(1) tA, tB の方程式を求めよ。
(2) tA ⊥ tB のとき, C の軌跡を求めよ。
(3) (2)のとき, 直線 AB は定点を通る。この定点の
座標を求めよ。
(4) Aにおける P の法線を nA とおく。(2)のとき,

nA と直線 AB がなす角は nA と y 軸がなす角に等
しいことを示せ。

問２ P 上に 2 点 A,B をとり, A,B における P の
接線の交点を C とする。△ABC の面積を S1, 直線
AB と P で囲まれた図形の面積を S2 とおくとき,

S1 : S2 を求めよ。

問３
(1) P の法線弦の長さの最小値を求めよ。
(2) P と P の法線が囲む面積の最小値を求めよ。

問４ 点 Q(a, b)を通る P への法線を 3本引き, それ
らの足を A,B,C とおく。
(1) Qの存在範囲を図示せよ。
(2) 4点 A,B,C,Oは同一円周上にあることを示せ。

問５ P 上に点 A(1, 1)をとり, 直線 OAと弧 OAに
囲まれた図形を D とする。
(1) D の面積を求めよ。
(2) D の重心の座標を求めよ。
(2) D の周長を求めよ。

問６ π

3
をなす P の 2接線の交点の軌跡を求めよ。� �

難易度:
問 1 問 2 問 3 問 4 問 5 問 6
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—————————— 参 考 ——————————

接線・法線・弦� �

A

B

m

l

l : Aにおける接線
m : Aにおける法線

線分 AB :法線弦 (放物線内部の法線)� �
1/6公式� �∫ β

α

a(x− α)(x− β) = −a(β − α)3

6� �
曲線に囲まれた図形の重心� �

図のように y = f(x)と y = g(x)に囲まれた図形の
重心の座標を (x, y)とすると,

x =
1

S

∫ β

α

x{f(x)− g(x)} dx

y =
1

S

∫ β

α

f(x) + g(x)

2
{f(x)− g(x)} dx

y = f(x)

y = g(x)

βα

S

� �
曲線の長さ� �

y = f(x)のグラフの a ≦ x ≦ bの部分の長さは,∫ b

a

√
1 + {f ′(x)}2 dx� �
双曲線関数� �

双曲線関数 sinhと coshは以下のように定義される。

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2

双曲線関数の微分・積分は,

(sinhx)′ = coshx, (coshx)′ = sinhx∫
sinhx dx = coshx,

∫
coshx dx = sinhx� �

1



—————————— 解 答 ——————————

問１ (1) tA : y = 2ax− a2 tB : y = 2bx− b2

(2) 直線 y = −1

4
(3)

(
0,

1

4

)
(4) 解説参照

問２ S1 : S2 = 3 : 2

問３ (1)
3
√
3

2
(2)

4

3
問４ (1) 解説参照 (2) 解説参照
問５ (1)

1

6
(2)

(
1

2
,
2

5

)
(3)

√
2+

√
5

2
+

log(2 +
√
5)

4

問６ 双曲線 9

(
y +

5

12

)2

− 3x2 = 1の下弦
—————————— 解 説 ——————————

問１
(1) y = x2 を微分すると y′ = 2xより,

tA : y = 2a(x− a) + a2 ⇔ y = 2ax− a2

tB : y = 2b(x− b) + b2 ⇔ y = 2bx− b2

(2) tA と tB を連立して,

2ax−a2 = 2bx− b2 ⇔ 2(a− b)x = (a+ b)(a− b)

⇔ x =
a+ b

2
(∵ a ̸= b)

接線の方程式に代入して, C

(
a+ b

2
, ab

)
となる。

また, tA ⊥ tB より,

2a× 2b = −1 ⇔ ab = −1

4

このとき, X =
a+ b

2
とおくと, C

(
X,−1

4

)
となり,

解と係数の関係より a, bは 2次方程式 t2 − 2Xt− 1

4
= 0

の 2解なので, a, bの存在条件すなわち X の定義域は,

D > 0 ⇔ X2 +
1

4
> 0 ⇔ X はすべての実数

より, C は直線 y = −
1

4
上を動く。

(3) 直線 AB の方程式は, ab = −1

4
より,

y =
a2 − b2

a− b
(x− a) + a2 ⇔ y = (a+ b)x+

1

4

よって, x = 0, y =
1

4
は a, b の値に関わらず常にこれを

みたすから, 求める定点の座標は
(
0,

1

4

)
(4) 下図のように点 E, F を定める。

x

y

A

B

C

E

F

nA

O

このとき, ∠AEF = ∠EAF となるには, △AEF が二
等辺三角形, すなわち AF = EF であればよい。(4) よ
り AB は必ず点

(
0,

1

4

)
を通るから, F

(
0,

1

4

)
である。

よって,

AF =

√
a2 +

(
a2 − 1

4

)2

=

√
a4 +

a2

2
+

1

16

= a2 +
1

4

(
∵ a2 +

1

4
> 0

)
また, nA は BC と平行なので, その方程式は,

y = 2b(x− a) + a2

⇔ y = 2bx+ a2 +
1

2

(
∵ ab = −1

4

)
よって, y 切片は E

(
0, a2 +

1

2

)
なので,

EF =

(
a2 +

1

2

)
− 1

4
= a2 +

1

4
以上より, AF = EF となり, 題意は示された。

考察 (2) で求めた直線はこの放物線の準線, (3) で求め
た点はこの放物線の焦点になっているから,� �
放物線の２接線が直交するとき, ２接線の交点は準
線上にあり, ２接点と焦点は同一直線上にある� �

がいえる。また, Aを通り y軸と平行な直線のAより上の
部分に Gをとれば, ∠GAE = ∠AEF なので, ∠GAE =

∠EAF が成り立つ。これらを入射角・反射角とみれば,� �
y 軸に平行な光線が P で反射すると焦点に集まる� �

もいえる。

問２
A(a, a2), B(b, b2)とおく。このとき a < bとしても一般
性を失わない。直線 AB の方程式は,

y =
a2 − b2

a− b
(x− a) + a2 ⇔ y = (a+ b)x− ab

よって,

S2 =

∫ b

a

{(a+ b)x− ab− x2} dx

= −
∫ b

a

(x− a)(x− b) dx

=
(b− a)3

6
(∵ 1/6公式)

y = x2 を微分すると y′ = 2xより, A,B における接線の
方程式はそれぞれ,

y = 2a(x− a) + a2 ⇔ y = 2ax− a2

y = 2b(x− b) + b2 ⇔ y = 2bx− b2

これらを連立して,

2ax−a2 = 2bx− b2 ⇔ 2(a− b)x = (a+ b)(a− b)

⇔ x =
a+ b

2
(∵ a < b)

2



接線の方程式に代入して, C

(
a+ b

2
, ab

)
となる。

よって, 下図のように C を通り y 軸と平行な直線
と AB の交点 D をとれば, D は AB の中点となり,

D

(
a+ b

2
,
a2 + b2

2

)
である。

x

y

B
A

C

D

O

よって, CD を底辺, A, B の x座標の差を高さと見て,

S1 =
1

2
×
(
a2 + b2

2
− ab

)
× (b− a) =

(b− a)3

4
以上より,

S1 : S2 =
(b− a)3

4
:
(b− a)3

6
= 3 : 2

問３
(1) P 上の点 A(t, t2)における接ベクトルは (1, 2t)なの
で, Aにおける法線の方程式は,

(x− t, y − t2) · (1, 2t) = 0

⇔ x+ 2ty − 2t3 − t = 0

これと P のもう 1つの交点を B とおくと, t = 0のとき
B は存在しないので t ̸= 0であり, 上式に y = x2 を代入
して,

2tx2 + x− 2t3 − t = 0

⇔ (x− t)(2tx+ 2t2 + 1) = 0

⇔ x = t, −t− 1

2t
(∵ t ̸= 0)

より, B

(
−t− 1

2t
, t2 + 1 +

1

4t2

)
となる。よって,

AB2 =

{(
−t− 1

2t

)
− t

}2

+

{(
t2 + 1 +

1

4t2

)
− t2

}2

= 4t2 +
3

4t2
+

1

16t4
+ 3

ここで T = t2 とおくと t ̸= 0より T > 0であり,

AB2 = 4T +
3

4T
+

1

16T 2
+ 3

これを f(T )とおくと,

f ′(T ) = 4− 3

4T 2
− 1

8T 3
=

1

8T 3
(2T − 1)(4T − 1)2

よって, T > 0における f(T )の増減表は以下の通り。
T (0) · · · 1

4
· · · 1

2
· · ·

f ′(T ) − 0 − 0 +

f(T ) ↘ ↘ ↗

よって, T =
1

2
のとき f(T ) は最小値 27

4
をとる。した

がって, 法線弦 AB の長さの最小値は 3
√
3

2

(2) (1) より t ̸= 0 であり, 対称性より t > 0において考
えれば十分。よって, 法線 AB と P が囲む面積は,

−
∫ t

−t− 1
2t

(
x+ t+

1

2t

)
(x− t) dx

=

{
t−

(
−t− 1

2t

)}3

6
(∵ 1/6公式)

=

(
2t+

1

2t

)3

6

≧

(
2

√
2t · 1

2t

)3

6
=

4

3
(∵ 相加平均・相乗平均の関係)

よって, 求める最小値は t =
1

2
のとき 4

3

問４
指針 (1)は接点を文字でおき, 接点の数を法線の数とみ
る。(2)は座標が分かる点の共円条件なので, 複素数平面
に落としこむ。

(1) 接点を (t, t2)とおくと, この点における接ベクトルは
(1, 2t)なので, 法線の方程式は,

(x− t, y − t2) · (1, 2t) = 0

⇔ x+ 2ty − 2t3 − t = 0

これが Q(a, b)を通るとき, 代入して,

−2t3 + (2b− 1)t+ a = 0

この左辺を f(t)とおく。放物線 P において接点と法線は
一対一に対応するから, tの 3次方程式 f(t) = 0が異なる
3実数解を持つ条件を考えればよい。

f ′(t) = −6t2 + 2b− 1

= −6

(
t+

√
2b− 1

6

)(
t−

√
2b− 1

6

)
より, b ≧ 1

2
のとき f(t)の増減表は以下の通り。

t · · · −
√

2b− 1

6
· · ·

√
2b− 1

6
· · ·

f ′(t) + 0 − 0 +

f(t) ↗ ↘ ↗
よって, f(t) = 0が異なる 3実数解を持つ条件は,

f

(
−
√

2b− 1

6

)
f

(√
2b− 1

6

)
< 0

⇔

{
a−

√
6

9
(2b− 1)

3
2

}
·

{
a+

√
6

9
(2b− 1)

3
2

}
< 0

⇔ a2 − 2

27
(2b− 1)3 < 0

⇔ (2b− 1)3 >
27

2
a2

(右辺) ≧ 0なので (左辺) > 0だから, 両辺 1

3
乗して,

2b− 1 >
3
3
√
2
a

2
3

⇔ b >
3

3
√
16

a
2
3 +

1

2

3



したがって, g(x) =
3

3
√
16

x
2
3 +

1

2
とすると, Qの存在範囲

は y = g(x) のグラフよりも上の部分。g(x) = g(−x) な
ので g(x)は偶関数だから, x > 0において考えると,

g′(x) =
2

3
√
16

x− 1
3 > 0

g′′(x) = − 2

3 3
√
16

x− 4
3 < 0

よって, g(x)の増減表は以下の通りで, b ≧ 1

2
をみたす。

x 0 · · · ∞
g′(x) +

g′′(x) −
g(x) 1

2 ∞
以上より, Qの存在範囲は下図斜線部。(境界を含まない)

x

y
y =

3
3
√
16

x
2
3 +

1

2

O
√
2−

√
2

2

1

2

考察 曲線 y = g(x) は P の縮閉線と呼ばれる。縮閉線
は P の曲率中心の軌跡であり, また P のすべての法線と
接している (すなわち P の法線群の包絡線である)。

関連問題� �
P 上の 2 点 (a, a2),

(
a+ h, (a+ h)2

) における法線
の交点を Qとおく。
(1) R = lim

h→0
Qを求めよ。

(2) Rの軌跡を陽関数表示せよ。
(3) Rの軌跡と P で囲まれた図形の面積を求めよ。� �

(2) A,B,C の x座標をそれぞれ t1, t2, t3 (t1 < t2 < t3)

としてもよい。このとき, t1, t2, t3 は f(t) = 0 の 3 解で
あるから, 解と係数の関係より,

t1 + t2 + t3 = 0 …………… ※
ここで, O を原点とする複素数平面において, A,B,C に
対応する複素数をそれぞれ α, β, γ とすると,

α = t1 + t21i, β = t2 + t22i, γ = t3 + t23i

Re

Im

O

α

γ

β

β = 0 または γ = 0 のとき, A,B,C,O は同一円周上
にあるから, β ̸= 0 かつ γ ̸= 0 のときについて示す。
z1 =

γ − α

β − α
, z2 =

γ − 0

β − 0
=

γ

β
とおくと, z2 ̸= 0であり,

z1 =
(t3 + t23i)− (t1 + t21i)

(t2 + t22i)− (t1 + t21i)
=

(t3 − t1){1 + (t3 + t1)i}
(t2 − t1){1 + (t2 + t1)i}

z2 =
t3 + t23i

t2 + t22i
※より,

z1 =
(t3 − t1)(1− t2i)

(t2 − t1)(1− t3i)
したがって, z2 ̸= 0より,

z1
z2

=
(t3 − t1)(1− t2i)(t2 + t22i)

(t2 − t1)(1− t3i)(t3 + t23i)

=
(t3 − t1)(t2 + t32)

(t2 − t1)(t3 + t33)
∈ R

よって, 上図より,

arg z1 = arg z2 ⇔ arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(
γ − 0

β − 0

)
なので, 円周角の定理の逆より, A,B,C,O は同一円周上
にある。

問５
指針 放物線と直線で囲まれた図形に関するシンプルな
求値問題。しかし, (2), (3)では比較的高度な積分の計算
が必要となる。(3) では双曲線関数 sinh による置換積分
を行う。(tanや arctanで置換しても可能)

(1) D の面積は, 1/6公式より,∫ 1

0

(x−x2) dx = −
∫ 1

0

x(x−1) dx =
(1− 0)3

6
=

1

6

(2) D の面積を S, 重心の座標を (x̄, ȳ)とおくと,

x̄ =
1

S

∫ 1

0

x(x−x2) dx =
1

S

[
1

3
x3 − 1

4
x4

]1
0

=
1

12S

ȳ =
1

S

∫ 1

0

x+ x2

2
(x− x2) dx

=
1

S

∫ 1

0

x2 − x4

2
dx

=
1

S

[
1

6
x3 − 1

10
x5

]1
0

=
1

15S

(1)より S =
1

6
だから, 重心の座標は,

(
1

2
,
2

5

)
(3) 弧 OAの長さは,∫ 1

0

√
1 + {(x2)′}2 dx =

∫ 1

0

√
1 + 4x2 dx

ここで, 2x =
et − e−t

2
とおくと,

2dx =
et + e−t

2
dt

x : 0 → 1のとき t : 0 → log
(
2 +

√
5
)
(= αとおく)

またこのとき,

√
1 + 4x2 =

√
1 +

(
et − e−t

2

)2

=
et + e−t

2

4



よって,∫ 1

0

√
1 + 4x2 dx

=

∫ α

0

et + e−t

2
· e

t + e−t

4
dt

=
1

8

∫ α

0

(
e2t + 2 + e−2t

)
dt

=
1

8

[
1

2
e2t + 2t− 1

2
e−2t

]α
0

=
1

8

(
1

2
e2α + 2α− 1

2
e−2α

)
=

1

8

{
1

2

(
2 +

√
5
)2

+ 2 log
(
2 +

√
5
)
− 1

2

(
2−

√
5
)2}

=

√
5

2
+

log
(
2 +

√
5
)

4
これに線分 OAの長さ

√
2を加えて, D の周長は,

√
2 +

√
5

2
+

log(2 +
√
5)

4

問６
指針 交点を (X,Y )とおき, 接点の x座標 a, bの関係式
から X,Y の関係式を導く。

2接点を A(a, a2), B(b, b2) (a < b)とおく。y = x2 を微
分すると y′ = 2xより, A,B における接線の方程式は,

y = 2a(x− a) + a2 ⇔ y = 2ax− a2

y = 2b(x− b) + b2 ⇔ y = 2bx− b2

これらを連立して,

2ax−a2 = 2bx− b2 ⇔ 2(a− b)x = (a+ b)(a− b)

⇔ x =
a+ b

2
(∵ a < b)

接線の方程式に代入して, 2接線の交点は
(
a+ b

2
, ab

)
よって, 2接線の交点を (X,Y )とおくと,

a+ b = 2X, ab = Y …………※
解と係数の関係より, a, bは 2次方程式 t2− 2Xt+Y = 0

の 2解ゆえ, 判別式を D とすると, (X,Y )の存在範囲は,

D > 0 ⇔ Y < X2

x

y

A

B

θA
θB

O

また, 2 接線が y 軸となす角をそれぞれ θA, θB とおく
と, 上図より,

tan θA = − 1

2a
, tan θB =

1

2b
…………＊

また, 上図より π

3
= θA + θB なので,

tan
π

3
=

tan θA + tan θB
1− tan θA tan θB

⇔
√
3 =

− 1

2a
+

1

2b

1 +
1

4ab

(∵ ＊)

⇔
√
3 =

2(a− b)

4ab+ 1

⇔ 3 =
4(a− b)2

(4ab+ 1)2
かつ 2(a− b)

4ab+ 1
> 0

⇔ 3(4ab+1)2 = 4(a−b)2 かつ 4ab+1 < 0 (∵ a < b)

⇔ 3(4Y +1)2 = 4(4X2 − 4Y ) かつ 4Y +1 < 0 (∵ ※)

⇔ 48Y 2 + 40Y − 16X2 + 3 = 0 かつ Y < −1

4

⇔ 9

(
Y +

5

12

)2

− 3X2 = 1 かつ Y < −1

4
これは確かに Y < X2 をみたし, 求める軌跡は,

双曲線 9

(
y +

5

12

)2

− 3x2 = 1の下弦

【関連問題の答え】
(1) Q

(
−4a3,3a2 +

1

2

)
(2) y =

3
3
√
16

x
2
3 +

1

2

(3)
22

√
2

15

—————————— 総 括 ——————————

いかがでしたか？法線が囲む面積や放物線の長さなど,

直感的な問題がほとんどでしたが, 実際に答えを導くの
は一筋縄にはいきませんでした。放物線 y = x2 は中学 3

年で習う基本的なものですが, その先の学習を進めていく
と, そのシンプルさの背後に隠れた新たな側面がどんどん
見えてきます。新たに学んだ概念を応用して, 今まで求め
られなかったものが求められるようになることは, まさに
数学の醍醐味ではないでしょうか。今後も数学の学びを
深め, まだ知らない世界を知るのが楽しみです。
問 3(1)と問 4(2)は, 『幾何学大辞典』(岩田至康, 槙書
店,1971) から題材をとりました。放物線の奥深さが感じ
られる, 興味深い書籍なので数学好きの方にはぜひお勧め
したいです。また, 問題の答え合わせには Geogebraの積
分機能等, 文書作成には LATEX を使用しました。どちら
も数学の学びを深めるうえで非常に役に立つので, 皆さん
もぜひ使ってみて下さい。
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    「世界のナベアツ」を数学的に考える       2 年 D 組 松土悠哉 

まずはこちらをご覧いただきたい(YouTube なので通信容量に注意)。 

https://www.youtube.com/watch?v=ntWfk25G7Vg 

 

この動画は「世界のナベアツ(現: 桂三度)」の「3 の倍数と 3 がつくときにアホになる」とい

うネタだ。 

今回は1 ≤ 𝑛  において1 ≤ 𝑥 ≤ 10௡ を満たす整数𝑥 の中で、アホになる回数𝑋௡を求めていく。 

𝑋௡ = 10௡ − 3 がつかない𝑥の個数 + 3 がつかず 3 の倍数になる𝑥の個数 なので、この 2 つを

求める。 

①  3 がつかない𝑥 の個数 

 0 ≤ 𝑥 ≤ 10௡ − 1を満たす𝑥 のうち、3 がつかない𝑥 の個数は、3 以外の数を𝑛 個並べるとき

の組み合わせの数と等しいので、 

 3 がつかない𝑥の個数 = (10 − 1)௡ = 9௡ となる。 

 また、0  と 10௡ はどちらも 3 がつかないので、1 ≤ 𝑥 ≤ 10௡ においてもこれが成り立つ。 

②  3 がつかず 3 の倍数になる𝑥 の個数 

 0 ≤ 𝑥 ≤ 10௡ − 1 を満たし、3 がつかない𝑥 のうち、3 で割った余りが 0 になる個数を𝑎௡、
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1 になる個数を𝑏௡、2 になる個数を𝑐௡とし、一般項を求めたい。 

 ここで、①より、𝑎௡ + 𝑏௡ + 𝑐௡ = 9௡ = 3ଶ௡である。 

 𝑎଴ = 1,  𝑏଴ = 0,  𝑐଴ = 0 である。 

 1 ≤ 𝑘 において、𝑎௞ିଵ,  𝑏௞ିଵ,  𝑐௞ିଵがわかっているとき、𝑎௞ は 3 以外の数を𝑘 個並べたとき

3 で割った余りが 0 になる個数、すなわち 3 以外の数を𝑘 − 1 個並べたとき 3 で割った余り

が 0 になる個数になり、その個数は𝑎௞ିଵ,  𝑏௞ିଵ,  𝑐௞ିଵから求められて 

 𝑎௞ = 3𝑎௞ିଵ + 3𝑏௞ିଵ + 3𝑐௞ିଵとなる。 

 𝑏௞,  𝑐௞においても同様にして、 

 𝑏௞ = 3𝑎௞ିଵ + 3𝑏௞ିଵ + 3𝑐௞ିଵ 

 𝑐௞ = 3𝑎௞ିଵ + 3𝑏௞ିଵ + 3𝑐௞ିଵ 

 となるので、 

 1 ≤ 𝑘 において𝑎௞ = 𝑏௞ = 𝑐௞が分かる。 

 そして、 𝑎௞ + 𝑏௞ + 𝑐௞ = 3ଶ௞なので、 

 𝑎௞ = 𝑏௞ = 𝑐௞ = 3ଶ௞ିଵが求められる。 

①②より、求める答えは 

 𝑋௡ = 10௡ − 3ଶ௡ + 3ଶ௡ିଵ − 1 = 10௡ − 2 ⋅ 3ଶ௡ିଵ − 1 

であることが分かった。 

また、3 以外でも一般項を求めることはできるので、ぜひ試してほしい。 

「お笑い」世界のナベアツ - YouTube 

 https://www.youtube.com/watch?v=ntWfk25G7Vg 
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バーゼル問題 

２F 森田直希 

バーゼル問題とは何か？ 

みなさんは左下の式を見たことがあるだろうか…？この式は整数の二乗の逆数を無限に足していくとπ²

/6 に収束することを表している。つまり右下の式と同じ意味である。実はこの問題一見簡単そうに見え

るかもしれないが、かなりの難問である。整数どうしの四則演算によってπが登場するとはなんとも魅力

的な式ではないだろうか。今回はそんな式の証明とそれがどんな風にほかの世界とつながっているのか

知ってもらいたい。 

 

高校数学で解く 

以下は高校数学で解こうとした証明である。ここはあまり面白くないと感じる人が多いと思うので興味

のある人だけ読んでほしい。 

三角関数の有名不等式やド・モアブルの法則、解と係数の関係をテクニックとして主に用いている。 

 

証明 

𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑛に対して𝜃𝜅 =
௞

ଶ௡ାଵ
とおく。0≦𝜃𝜅≦గ

ଶ
より，sin 𝜃𝜅 ≤ 𝜃𝜅 ≤ tan 𝜃𝜅 を得る。 

各辺の逆数をとって二乗すると， 

1

(tan 𝜃𝜅)ଶ
≤

(2𝑛 + 1)ଶ

𝑘ଶ𝜋ଶ
≤

1

(sin 𝜃𝜅)ଶ
 

これを変形して平方数の逆数を作る。 

𝜋ଶ

(2𝑛 + 1)ଶ
∙

1

(tan 𝜃𝜅)ଶ
≤

1

𝑘ଶ
≤

𝜋ଶ

(2𝑛 + 1)ଶ
∙ ൬1 +

1

(tan 𝜃𝜅)ଶ
൰ 

これを 𝑘 = 1から 𝑛 まで足し合わせる。 

𝜋ଶ

ቀ2 +
1
𝑛ቁ

ଶ

𝑛ଶ

෍
1

(tan 𝜃𝜅)ଶ
≤ ෍

1

𝑘ଶ
≤

𝜋ଶ

ቀ2 +
1
𝑛ቁ

ଶ ൭
1

𝑛
+

1

𝑛ଶ
෍

1

(tan 𝜃𝜅)ଶ

௡

௞ୀଵ

൱

௡

௞ୀଵ

௡

௞ୀଵ

 

よって，あとは 

lim
௡→ஶ

1

𝑛ଶ
෍

1

(tan 𝜃𝜅)ଶ

௡

௞ୀଵ

=
2

3
 

を証明すれば，上記の不等式の極限を取ってはさみうちの原理を使うことにより収束先が  

𝜋ଶ

2ଶ
×

2

3
=

𝜋ଶ

6
 

 であることが分かる。 

sin(2n+1)𝜃𝜅=0 より，z=(cos 𝜃𝜅 + 𝑖 sin 𝜃𝜅)ଶ௡ାଵ の虚部は 0 である。 

ଶ ଶ ଶ

ଶ
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また，sin 𝜃𝜅≠0 なので，z を (sin 𝜃𝜅)ଶ௡ାଵで割ることにより， 

z′=ቀ
ଵ

୲ୟ୬ ఏ఑
+ 𝑖ቁ

ଶ௡ାଵ
の虚部は 0 である。 

この 𝑧′の虚部は ଵ

(୲ୟ୬ ఏ఑)మ
 の 𝑛次多項式とみなせる。 

そこで，この 𝑛次多項式を 

f(x)=𝑎௡𝑥௡ + 𝑎௡ିଵ𝑥௡ିଵ +・・・＋𝑎଴=0 とおくと，𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑛に対して𝑓( ଵ

(୲ୟ୬ ఏ఑)మ
)=0 である。 

すなわち 𝑛次方程式𝑓(𝑥) = 0 の解が 𝑛個全て構成できたので解と係数の関係より， 

Sn=−
௔೙షభ

௔೙
 

実際，二項定理を用いて計算すると， 

𝑎௡ = 2𝑛 + 1,  𝑎௡ିଵ=−
(ଶ௡ାଵ)(ଶ௡)(ଶ௡ିଵ)

଺
 なので 

Sn=௡(ଶ௡ିଵ)

ଷ
 

よって， 

lim
௡→ஶ

Sn

𝑛ଶ
=

2

3
 

  が示された。 

 

 

 

オイラーによる解法 

実はこの問題は発表後 91 年後、1735 年にレオンハルト・オイラーが解いたものである。 

それほど難問であるということだ。ここからはオイラーによる解法を紹介する。大学数学が入るが難しい

ものではないのでそれを認めてもらってよんでもらえれば十分に楽しめると思う。 

 

証明 

まずsin 𝑥という関数を用意しそれをマクローリン展開iする。 

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥ଷ

3!
+

𝑥ହ

5!
−

𝑥଻

7!
+ ・・・ 

両辺を𝑥で割ると、 

sin 𝑥

𝑥
= 1 −

𝑥ଶ

3!
+

𝑥ସ

5!
−

𝑥଺

7!
+ ・・・                                                    (1) 

ちなみに上の関数は次の図のようになります。 
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ここで、左辺は𝑥 = 𝑛𝜋(𝑛は整数)のときに０となるので、因数定理のようなもの（正確には無限積展開と

呼ばれる）を用いて、 

                     
sin 𝑥

𝑥
= ቀ1 −

𝑥

𝜋
ቁ ቀ1 +

𝑥

𝜋
ቁ ቀ1 −

𝑥

2𝜋
ቁ ቀ1 +

𝑥

2𝜋
ቁ ቀ1 −

𝑥

3𝜋
ቁ ቀ1 +

𝑥

3𝜋
ቁ ・・・   

= ൬1 −
1

𝜋ଶ
൰ ൬1 −

1

4𝜋ଶ
൰ ൬1 −

1

9𝜋ଶ
൰ ൬1 −

1

16𝜋ଶ
൰ ・・・                   (2) 

 

ここで(1)と(2)の係数を比較すると、 

− ൬
1

𝜋ଶ
+

1

4𝜋ଶ
+

1

9𝜋ଶ
+

1

16𝜋ଶ
+ ・・・൰ = −

1

3!
 

つまり、 

1

𝜋ଶ
෍

1

𝑘ଶ
=

1

6

ஶ

௞ୀଵ

 

したがって 

෍
1

𝑘ଶ
=

𝜋ଶ

6

ஶ

௞ୀଵ

 

 

なぜかこの問題に対していきなりsin 𝑥という関数を用意するという発想、また無限の積に展開するとい

うオイラーさんの発想には驚かされるばかり… 

 

 

バーゼル問題の拡張 

今回は𝑘の次数が 2 の場合について求めたが、同様にして 

𝑘の次数が４の時は 
గర

ଽ଴
 

𝑘の次数が６の時は 
గల

ଽସହ
 とわかる。 

また次数が 3 以上の奇数のものに関しては未解決問題である。 

また次数を複素数まで拡張したものはゼータ関数と呼ばれ、素数の分布と関係しているらしい。 

 
i マクローリン展開についてはここで詳しく説明することはできないので興味のある人は調べてみてく

ださい。微分の知識さえあれば理解できます。 
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紙が折り成す高次方程式 

2-G(36) 松尾 泰成 

 

0 はじめに 

 まず、この部誌を手に取り、そしてこのページ

を開いていただき誠にありがとうございます。去

年の文化祭 2 日目に、先輩のお誘いを受けて数研

に入ったので、今回が初めての執筆となります。

私自身数学は好きですが、かといって数学の事象

を誤解の無く、かつ分かりやすく書ける、という

ことでは全くございません。そのため、ところど

ころ至らない点あると思いますが、どうか最後ま

で読んでいただけると、私としては非常にうれし

いです。どうぞよろしくお願いします。 

 

1 「折り紙」という作図道具 

1-1 二次方程式の解き方 

 みなさんは、二次方程式をどのようにして解き

ますか。二次方程式は中 3 で習う内容なので、簡

単に説明すると、最高次数が 2 である方程式のこ

とを指し、 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  (𝑎 ≠ 0) (1.1) 

で表されます。ここで、𝑎 ≠ 0という条件は非常に

重要です。なぜなら𝑎 = 0のとき、（1.1）は 

𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  (1.2) 

と一次方程式になってしまうためです。では、こ

の話をしたついでに、以下の問題をウォーミング

アップ程度に解いてみましょう。ただし、いわゆ

る「解の公式」を使ってはいけません。 

 

問題 1 

𝑎, 𝑏, 𝑐をそれぞれ実数としたとき、𝑥の方程式 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 (1.3) 

を解け。 

 

解答 1 ※数 I の知識を必要とします。 

𝑎 ≠ 0のとき、（1.3）より、 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 = −𝑐 

平方完成し、 

𝑎 (𝑥 +
𝑏

2𝑎
)
2

=
𝑏2

4𝑎
− 𝑐 

(𝑥 +
𝑏

2𝑎
)
2

=
𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎2
 

𝑥 +
𝑏

2𝑎
= ±√

𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎2
 

分母の√4𝑎2は±2𝑎だが、どちらの場合も、 

𝑥 +
𝑏

2𝑎
= ±

√𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

が成り立ち、 

𝑥 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑎 = 0のとき、（1.3）式より、 

𝑏𝑥 = −𝑐 

さらに𝑏 ≠ 0のときとそうでないときで場合分け

すると、 

𝑏 ≠ 0のとき、 

𝑥 = −
𝑐

𝑏
 

𝑏 = 0のとき、𝑐 ≠ 0で𝑥は解なし、𝑐 = 0で𝑥は全て

の実数となる。 

以上をまとめると、 

𝒙 =

{
 
 
 

 
 
 −𝒃± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 (𝒂 ≠ 𝟎)

−
𝒄

𝒃
 (𝒂 = 𝟎, 𝒃 ≠ 𝟎)

解なし(𝒂 = 𝟎, 𝒃 = 𝟎, 𝒄 ≠ 𝟎)

全ての実数(𝒂 = 𝟎, 𝒃 = 𝟎, 𝒄 = 𝟎)
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 いかがでしたか？𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0という単純

な式とはいえ、なかなか奥深いものを感じたので

はないでしょうか。問題文で𝑥の二次方程式とされ

ていれば場合分けは必要ないのですが、今回は𝑥の

方程式で次数が指定されていないので、このよう

に解答する必要があります。 

 さて、「代数的に」解くならばこのようになりま

すが…実は、「幾何的に」解く方法が存在します。 

 それが、「折り紙」です。 

 …何言ってんだ、って感じですよね。いきなり

こんなこと言われても意味わからないと思うので、

まずは折り紙の性質について軽く紹介しておきま

しょう。 

 

1-2 折り紙の公理 

 「折り紙幾何学」と呼ばれる数学の分野におい

て広く利用されている規則に、「折り紙の公理」と

呼ばれるものが存在します。折り紙の公理は 1989

年に Jacques Justin によって発見され、藤田文章氏

が『7 つの公理』を再度発見（公理 7 は羽鳥公士郎

氏により）しました。以下にその定理を示します。 

 

折り紙の公理(Huzita–Hatori axioms) 

O1. 2 点𝑝1, 𝑝2が与えられたとき、2 点を通るただ

１つの折り方がある。 

O2. 2 点𝑝1, 𝑝2が与えられたとき、𝑝1を𝑝2に重ねる

ただ 1 つの折り方がある。 

O3. 2 本の直線𝑙1, 𝑙2が与えられたとき、𝑙1を𝑙2に重

ねるような折り方がある。 

O4. 1 点𝑝1と 1 本の直線𝑙1が与えられたとき、𝑙1

に垂直で𝑝1を通るただ 1 つの折り方がある。 

O5. 2 点𝑝1, 𝑝2と 1 本の直線𝑙1が与えられたとき、

𝑝1を𝑙1上に重ね、𝑝2を通る折り方がある。 

 

1 勘の良い人なら気づいたかもしれませんが、放

物線の接線は 2 本引ける場合と、1 本引ける場合

と、1 本も引けない場合があります。そのため、

O6. 2 点𝑝1, 𝑝22 本の直線𝑙1, 𝑙2が与えられたとき、

𝑝1を𝑙1上に重ね、かつ𝑝2を𝑙2上に重ねる折り方が

ある。 

O7. 1 点𝑝を 2 本の直線𝑙1, 𝑙2が与えられたとき、𝑝

を𝑙1に重ね、𝑙2に垂直な折り方がある。 

 

 これらの公理は直交座標を用いて証明すること

ができますが、ここでは長くなってしまうので割

愛します（興味がある方は参考文献から）。では、

これらの作図がどのような操作に該当するのかを

見ていきましょう（図1）。※この記事の終わりに、

自ら折り紙を折れるテンプレートを用意しました。

テンプレートがあるものには E1 という様に記号

を振ってあります。家に帰ったらぜひ切って試し

てください。 

O1. 2 点𝑝1, 𝑝2を通る直線を引く。 

O2. 2 点𝑝1, 𝑝2を端点とする線分の垂直二等分線を

引く。 

O3. 直線𝑙1, 𝑙2が成す角の 2 等分線を引く。 

O4. 点𝑝1を通り、直線𝑙1に垂直となる線を引く。 

O5. 点𝑝1を焦点、直線𝑙を準線とする放物線に対し、

点𝑝2を通るような接線を引く。1 

O6. 点𝑝1を焦点とし直線𝑙1を準線、点𝑝2を焦点と

し直線𝑙2を準線とする放物線の共通接線を引く。 

O7. 点𝑝を焦点、直線𝑙1を準線とする放物線に対し、

直線𝑙2と垂直な接線を引く。 

 

図 1 折り紙の公理 O1~O7 E1 

点𝑝2の場所により折り方も 0~2 通りが存在しま

す。 
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 O1~O4 はなじみ深いですが、O5~O7 はかなり

難しいと思います。放物線の準線や焦点は数学 C

の範囲ですが、概念自体はそこまで難しいもので

はありません。以下の問題とともに解説します。 

 

問題 2 

 直線𝑙: 𝑦 = −𝑝、点 P(0, 𝑝)が与えられたとき、直

線𝑙と点 P からの距離が等しい点の集合は、放物線

となることを証明せよ。ただし、𝑦が𝑥2に比例する

ことを示せば、放物線であることを証明できるも

のとする。 

 

 

解答 2 ※数学 II の知識を必要とします。 

 条件を満たす点を(𝑋, 𝑌)とすると、直線𝑙との距

離は|𝑌 + 𝑝|、点 P との距離は√𝑋2 + (𝑌 − 𝑝)2であ

るから、これらが等しいとき、 

√𝑋2 + (𝑌 − 𝑝)2 = |𝑌 + 𝑝| 

 辺々2 乗し、 

𝑋2 + (𝑌 − 𝑝)2 = 𝑌2 + 2𝑝𝑌 + 𝑝2 

𝑋2 = 4𝑝𝑌 

𝑌 =
𝑋2

4𝑝
 

 よって示された∎ 

 

 この問題 2 において、直線𝑙を放物線の準線、焦

点 P を放物線の焦点と言います。つまり、放物線

は「1 本の直線と 1 点が与えられたとき、直線と

点の距離が等しい点の集合」と言い換えることが

できます。なお、問題 2 では原点を通る放物線の

みについて証明しましたが、この放物線を平行移

動すれば原点を通らないものについても同様の議

論が可能です。 

 少し話がそれましたが、結局折り紙を使えば、

直交座標において描画される様々な直線を作るこ

とができる、と理解していただければ幸いです。 

 では、この折り紙の公理を使い、直交座標、さら

には四則演算の説明まで発展させようと思います。 

 

2 折り紙と代数の融合 

2-1 直交座標 

 まずは紙の上に、直交座標を作ってみましょう

（図 2：図内の番号は文章中のものと対応してい

ます）。 

 任意の場所に、𝑥軸に相当する直線を折ります。

次に、𝑥軸上に任意の原点 0 と単位点 1 をとりま

す。 

①次に、公理 O4 よりこの原点 0 を通り、𝑥軸に垂

直な直線が折れるので、この直線を𝑦軸とします。 

②そして、公理 O3 より𝑥軸と𝑦軸を重ねるように

折り目を付けます。 

③公理 O4 より、単位点 1 を通りこの折り目に垂

直な直線を折ることができ、この折り目と𝑦軸の交

点は、原点との距離が 1 となっています。この点

が𝑦軸における単位点となります。…(＊) 

 こうして、任意の点の座標が表現できるように

なりました。では、次に四則演算の話に発展しま

しょう。まずは加減についてです。 

 

 

図 2 直交座標の作成 E2 
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2-2 四則演算（加減） 

 𝑥軸上に 2 点𝑎, 𝑏が与えられたとき、𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏

に対応する点を𝑥軸上に取ることを考えます。 

①まず、2-1(＊)と同様にして、点𝑏を𝑦軸上に移す

ことが可能です。 

②公理 O4 よりこの移した点を通って𝑦軸に垂直

な直線を折れ、この直線は𝑦 = 𝑏となります。…

(＊) 

③次に、2-1 で導いた 2 点(0,1), (1,0)を端点とす

る直線の垂直二等分線を、公理 O2 より折ること

ができます。この直線は𝑦 = 𝑥に該当します。 

④点𝑎を通り𝑦 = 𝑥に垂直な直線を折り、 

⑤さらにそれに垂直な直線を点𝑎から引くことで、

それぞれ𝑦 = ±(𝑥 − 𝑎)を折ることができます。 

この直線と𝑦 = 𝑏の交点の𝑥座標が𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏

（複合同順）となります。この 2 つの交点を通り、

𝑥軸に垂直な直線を引くことで、それぞれが𝑥軸上

の点𝑎 − 𝑏, 𝑎 + 𝑏となります。 

 これにより、紙の上で「加減」を折ることができ

ました。次は乗除ですね。 

 ※途中から面倒くさい＋わかりづらくなったの

で、使う公理は省略しています。 

 

図 3 四則演算（加減） E3 

 

 

 

2-3 四則演算（乗除） 

①2-2(＊)までは同様で、ここから𝑎𝑏,
𝑏

𝑎
に対応する

点を軸上に取ることを考えます。 

②単位点 1 を通り、𝑥軸に垂直な直線を折ることで

𝑦 = 𝑏との交点は(1,b)となります。 

③これと原点を通る直線は𝑦 = 𝑏𝑥と表されるので、

𝑥 = 𝑎との交点は(𝑎, 𝑎𝑏)となります。よって、直線

𝑦 = 𝑎𝑏を折ることができ、それと𝑦軸の交点を求め

ることで、𝑎𝑏に対応する点を𝑦軸上に取れます。 

④同様にして、𝑥 = 𝑎と𝑦 = 𝑏との交点と原点を通

る直線は𝑦 =
𝑏

𝑎
𝑥となります。 

⑤この直線𝑦 =
𝑏

𝑎
𝑥と直線𝑥 = 1の交点の𝑦座標が

𝑏

𝑎

となります。 

 

では、ここまで来たところで、皆さんお待ちかね

高次方程式を折り紙で解いてみましょう。 

 

 

図 4 四則演算（乗除） E4 
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3 折り紙で高次方程式を解く 

3-1  2 次方程式 

 一次方程式𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 (𝑎 ≠ 0)の解は𝑥 = −
𝑏

𝑎
と

なりますが、これはすでに 2-3 で折り目の傾きと

して求められていますから、二次方程式から考え

ていきましょう。 

 まず、2-1 に示した方法により直交座標を作成

し、任意の 2 点(0, 𝑎), (−𝑏, 𝑐)をとります（𝑎 ≠ 0）。 

①次に、−𝑎を0 − 𝑎の引き算と見ることで(0,−𝑎)

をとり2、𝑦 = −𝑎を作れます。そのため、公理 O5

における点𝑝1を(0, 𝑎)、点𝑝2を(−𝑏, 𝑐)、直線𝑙を𝑦 =

−𝑎とすることで、「焦点を(0, 𝑎)、準線を𝑦 = −𝑎と

する放物線に対し、(−𝑏, 𝑐)を通る接線」を折るこ

とができます。この折り目の傾きが、二次方程式

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0(𝑎 ≠ 0)の解となります。 

 

図 5 2 次方程式を解く E5 

 

 

2 具体的には、𝑥軸と𝑦軸を重ねることで𝑦 = 𝑥を

作り、これに垂直で(0, 𝑎)を通る𝑦 = −𝑥 + 𝑎を作

る。𝑥軸との交点は(0, 𝑎)で、この点から𝑦 = −𝑥 +

 …といっても意味わからないですよね（分かっ

たら天才？）。私も書きながら混乱してきました。 

ということで証明をするのですが、私がここで

長々と解説するのも飽きてしまうと思うので、ま

ずは皆さんの頭で考えてみて下さい。少し複雑で

はありますが、そんなに難しいものではないと思

います。 

 

問題 3 

 上述の折り方で、𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0(𝑎 ≠ 0)の解

が求まることを証明せよ。 

 

解答 3 ※数 II の知識を必要とします。 

 条件より、放物線の式は（問題 2 参照） 

𝑦 =
𝑥2

4𝑎
 (3.1) 

 ここで、この放物線に対し、接線が 1 本または

2 本引けるときの点(−𝑏, 𝑐)の存在範囲を求める。 

 （3.1.）の導関数は、 

𝑦′ =
𝑥

2𝑎
 (3.2) 

だから、接点を Q(𝑞,
𝑞2

4𝑎
)とすると、接線の式は、 

𝑦 =
𝑞

2𝑎
(𝑥 − 𝑞) +

𝑞2

4𝑎
 (3.3) 

 これが(−𝑏, 𝑐)を通るとき、 

𝑐 = −
𝑞

2𝑎
𝑏 −

𝑞2

4𝑎
 

𝑞2 + 2𝑏𝑞 + 4𝑎𝑐 = 0 (3.4) 

 この式を満たす実数𝑞が存在するための𝑏, 𝑐の条

件は、(3.4)の判別式が 0 以上のときであるから、 

𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≥ 0 

𝑐 ≤
𝑏2

4𝑎
 (3.5) 

𝑎に垂直な直線を折ることで、𝑦軸との交点に

(0,−𝑎)を得る。 
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 つまり、点(−𝑏, 𝑐)が放物線より𝑦軸の負の側また

は周上にあるときである。以下では、𝑏, 𝑐が(3.5)で

示した条件を満たすものとして考える。 

 点 Q(𝑞,
𝑞2

4𝑎
)で放物線に接する接線の傾きは(3.2)

より
𝑞

2𝑎
だから、

𝑞

2𝑎
= 𝑡とする。これを(3.4)に代入し、 

(2𝑎𝑡)2 + 2𝑏 ⋅ 2𝑎𝑡 + 4𝑎𝑐 = 0 

𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐 = 0 

 𝑎 ≠ 0より、この𝑡の 2 次方程式の解は、問題文

中に示された𝑥の 2 次方程式𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0(𝑎 ≠

0)の解に等しい。よって、題意は示された（ただ

し、𝑏, 𝑐は(3.5)式を満たす）∎  

 

 これですっきりしました。ここで、いくつか補

足をします。 

点(−𝑏, 𝑐)が放物線より𝑦軸の負の側にあるとき、

条件を満たす接線は 2 本あります。これは示され

た2次方程式が解を2つ持つことと対応しており、

解が 1 つのとき、1 つもないときも同様です。 

また、傾きの値は少々分かりづらいですが、𝑥 =

1と接線の交点の𝑦座標は傾きの値と等しくなるの

で、このようにして求めればよいでしょう。他に

も何通りかあると考えられます。 

 

やっと 2 次方程式を折り紙で解くことができま

した。ここまで長かったですね。しかし、私はまだ

満足していません。この記事のタイトルからも、

章のタイトルからもお察しいただける通り、次は

3 次方程式を解いていきましょう。 

 

3-2  3 次方程式 

3 次方程式と言えど、行うことはそこまで変わ

りません。 

 3-1 と同じように直交座標を作り、 2 点

(0, 𝑎), (−𝑏, 𝑐)の他に点(𝑑, 0)をとって、直線𝑦 = −𝑎

を作ります。(𝑎 ≠ 0, 𝑑 ≠ 0) 

 𝑑の長さが与えられているので、2-2 に書いた方

法を行うことで、点(−𝑏 + 𝑑, 𝑐)をとれるほか、直線

𝑥 = −𝑏 − 𝑑を作れます。 

 これらより、公理 O6 の𝑝1を(0, 𝑎)、𝑝2を(−𝑏 +

𝑑, 𝑐)、𝑙1を𝑦 = −𝑎、𝑙2を𝑥 = −𝑏 − 𝑑とすることで、

「点(0, 𝑎)を焦点とし直線𝑦 = −𝑎を準線、点(−𝑏 +

𝑑, 𝑐)を焦点とし直線𝑥 = −𝑏 − 𝑑を準線とする放物

線の共通接線」を折れます。そして、この傾きが 3

次方程式𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0(𝑎 ≠ 0)の解の 1

つとなります。 

 

図 5 3 次方程式を解く※ごちゃごちゃしてすい

ません。 E6 

 

 …と言ってもやはりいまいちピンときませんよ

ね。 

 そこで、2 次方程式のときと同じく証明してみ

ます。ただし、今回は少し難しいので頑張って下

さい。 

 

問題 4 

 上述の折り方で、𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0(𝑎 ≠

0, 𝑑 ≠ 0)の解が求まることを証明せよ。 

 

解答 4 ※数学 III の知識を必要とします。 

 3 次関数は必ず 1 つ以上の解を持つので、

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑が満たす条件は、𝑎 ≠ 0以外に存在しない。 

 点(0, 𝑎)を焦点とし直線𝑦 = −𝑎を準線とする放

物線を𝑝1: 4𝑎𝑦 = 𝑥
2、点(−𝑏 + 𝑑, 𝑐)を焦点とし直線
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𝑥 = −𝑏 − 𝑑を準線とする放物線を𝑝2: 4𝑑(𝑥 + 𝑏) =

(𝑦 − 𝑐)2とする。 

 また、共通接線の一つを𝑦 = 𝑡𝑥 +𝑚とし、𝑝1, 𝑝2

との接点をそれぞれ(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)とおく。 

 放物線𝑝1の式を𝑥について微分すると、 

𝑦′ =
𝑥

2𝑎
 

より、 

𝑡 =
𝑥1
2𝑎
 (3.6) 

 また、放物線𝑝1の式より、(3.6)も踏まえ、 

𝑦1 =
𝑥1
2

4𝑎
= 𝑎𝑡2 (3.7) 

 よって、𝑚を𝑎, 𝑡を用いて表すと、(3.6), (3.7)より、 

𝑚 = 𝑦1 − 𝑡𝑥1 

𝑚 = 𝑎𝑡2 − 2𝑎𝑡2 = −𝑎𝑡2 (3.8) 

 これと同じようなことを放物線𝑝2でも行う。 

 放物線𝑝2の式を𝑑 ≠ 0に注意して変形させ、 

𝑥 =
(𝑦 − 𝑐)2

4𝑑
− 𝑏 = 𝑓(𝑦) (3.9) 

とする。𝑥 = 𝑓(𝑦)の逆関数を𝑦 = 𝑓−1(𝑥)とすると、

求めるべきは 

𝑑𝑓−1(𝑥)

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

である。そのため、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑑𝑥
𝑑𝑦

=
1

𝑑𝑓(𝑦)
𝑑𝑦

 (3.10)
 

 ここで、(3.9)より 

𝑑𝑓(𝑦)

𝑑𝑦
=
𝑦 − 𝑐

2𝑑
 

であるから、(3.10)は、 

𝑑𝑓−1(𝑥)

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑑

𝑦 − 𝑐
 (3.11) 

 なお、この式は接点の𝑦座標が𝑐のとき（つまり

放物線𝑝2の頂点のとき）成り立たないが、放物線

𝑝2の頂点の接線は明らかに放物線𝑝1の接線とはな

らないので、この場合𝑦 ≠ 𝑐としてよい。 

 よって、接線の傾き𝑡は、(3.11)より 

𝑡 =
2𝑑

𝑦2 − 𝑐
 (3.12) 

であり、これより、 

𝑦2 = 𝑐 +
2𝑑

𝑡
 (3.13) 

 なお、𝑦 ≠ 𝑐と同じく、𝑡 = 0のとき直線は放物線

𝑝2の接線となり得ないので、𝑡 ≠ 0としてよい。 

 また、(3.9)より、 

𝑥2 =
(𝑦2 − 𝑐)

2

4𝑑
− 𝑏 

であるから、(3.13)より、 

𝑥2 =
(
2𝑑
𝑡 )

2

4𝑑
− 𝑏 =

𝑑

𝑡2
− 𝑏 (3.14)

 

 よって、(3.13), (3.14)より𝑚を求めると、 

𝑚 = 𝑦2 − 𝑡𝑥2 

𝑚 = 𝑐 +
2𝑑

𝑡
−
𝑑

𝑡
+ 𝑏𝑡 

𝑚 = 𝑏𝑡 + 𝑐 +
𝑑

𝑡
 (3.15)  

 以上より、(3.8), (3.15)から、 

𝑚 = −𝑎𝑡2 = 𝑏𝑡 + 𝑐 +
𝑑

𝑡
  

𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑 = 0 

 𝑎 ≠ 0より、この𝑡の 3 次方程式の解は、問題文

中に示された𝑥の 3 次方程式𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 =

0(𝑑 ≠ 0)の解に等しい。よって、題意は示された∎ 

 

 いくつか補足をします。 

 まず、3 次方程式の場合は点の存在範囲に関す

る条件がありませんでしたが、点の存在する位置

によって解の個数（共通接線の本数）は変わって

きます。具体的には、3 次方程式の判別色を𝐷とす

ると、 

・𝐷 > 0を満たすとき 3 個の解を持ち、即ち共通接

線は 3 本引ける 

・𝐷 = 0を満たすとき 2 個の解を持ち、即ち共通接

線は 2 本引ける 
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・𝐷 < 0を満たすとき 1 個の解を持ち、即ち共通接

線は 1 本引ける 

となります。因みに、ここでは証明は割愛します

が、3 次方程式の判別式は−4𝑎𝑐3 + 27𝑎2𝑑2 +

𝑏2𝑐2 ∗ 18𝑎𝑏𝑐𝑑 − 𝑎𝑏3𝑑という複雑な式で与えられ

ることが知られています。 

 また、解答 4 では逆関数の微分法を用いました

が、𝑦を𝑥でそのまま微分しても解けないことはな

いです。しかし、式が煩雑になってしまうのでこ

のような解き方をしています。 

 

3-3  5 次以上の方程式は解けない？ 

 さて、3 次方程式までは何とか今までの折り方

を踏まえて解くことができました。これまで扱っ

てきた公理 O1~O7 の折り方は、1 回で 1 つだけ

折り目をつける「単純折り」と呼ばれるものであ

り、ラング氏により単純折りはこの 7 種類しか存

在しない、ということが証明されました。具体的

には、ラング氏は「アラインメント」という、これ

以上分解できない基本操作が単純折りには 5 種類

あるとし、これ等の組み合わせで表現される折り

方は 7 種類しかないことを突き止めたのです。 

 

図 7 単純折りにおけるアラインメントとその組

み合わせ3 

 

3 Roger C. Alper, Robert J. Lang 2015. One-, 

Two-, and Multi-Fold Origami Axioms pp.6,7 

https://langorigami.com/wp-

 

 これにより、単純折りによって 3 次方程式（し

たがって 4 次も）は解けるものの、5 次方程式は

解けない、という単純折りの限界が明らかになり

ました。 

 …では、これで 5 次以上の方程式はもう解けな

いのでしょうか？いいえ、それはあくまで単純折

りだけで折り紙を折った場合で、「多重折り」とい

う折り方を導入すればさらに高次の方程式を解け

ることが、ラング氏によって証明されました。「多

重折り」とは、単純折りとは対照に、同時に複数の

折り目を付ける折り方のことを指します。 

 加えて、ラング氏はアルペリン氏とともに 2 重

折りに対するアライメントが 10 種類であること

を突き止め、すべての 2 重折りがこれらの組み合

わせで表現されることが分かりました。3 重折り

以降も同じように考えることができ、こうして多

重折りの定式化が実現したのでした。 

 では、実際に𝑛次方程式を解いてみましょう。た

だ、それには「リルの解法」と呼ばれる、高次方程

式を幾何的に解く方法を知っておく必要があるの

で、先にリルの解法について触れていきます。 

 

3-4  リルの解法 

 リルの解法は、19 世紀にオーストリアのエドア

ルト・リルによって発見されました。 

 1 変数多項式方程式 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+

𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0(𝑎𝑖 ≠ 0, 𝑖 = 0,1,⋯𝑛)の実数解は、以下

に示した方法で導出できます。 

 まず、原点 O を始点とし、𝑎𝑛 > 0のとき𝑥軸上

の正の方向に、𝑎𝑛 < 0のとき𝑥軸上の負の方向に長

さ|𝑎𝑛|だけすすみ、この点を𝑃1とします。なお、

𝑎𝑛 = 0のときはその場に留まります。 

content/uploads/2015/09/o4_multifold_axioms.p

df 

より図を引用。 
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 次に、反時計回りに 90°回転し、長さ|𝑎𝑛−1|だ

けすすみ、この点を𝑃2とします。なお、𝑎𝑛−1 < 0の

とき逆向きに進み、𝑎𝑛−1 = 0のときは回転してそ

の場に留まります。 

 この操作を繰り返して点𝑃𝑛+1まで作れたら、点

O から出発して各直線𝑂𝑃1, 𝑃1𝑃2,⋯ , 𝑃𝑛−1𝑃𝑛で 90°

曲がり、点𝑃𝑛+1に到達するような経路を描き、曲

がった地点をそれぞれ𝑅1, 𝑅2,⋯ , 𝑅𝑛−1とします。 

 ここで、∠𝑃1𝑂𝑅1 = 𝜃とすると、𝑥 = − tan𝜃がこ

の𝑛次方程式の解の 1 つとなっています。なお、𝑛

が奇数の場合は実数解が 1 つ存在するので、O か

ら𝑃𝑛への経路も少なくとも 1 本存在しますが、𝑛が

偶数の場合は実数解が 1 つも存在しないこともあ

るので、O から𝑃𝑛への経路が 1 本も存在しないこ

ともあります。 

 

図 8 リルの解法 

 

 では、例のごとくこれを証明してみましょう。 

 

 

 

問題 5 

 リルの解法において、𝑥 = − tan𝜃が 1 変数多項

式 方 程 式 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 =

0(𝑎𝑖 ≠ 0, 𝑖 = 0,1,⋯𝑛)の実数解の 1 つとなること

を証明せよ。ただし、𝑎𝑖 > 0 (𝑖 = 0,1,⋯𝑛)としてよ

い。 

 

解答 5 ※数学 B の知識を必要とします。また、

探してもそれらしい解答がなかったので、間違い

があるかもしれません。 

 𝑅1𝑃2 = 𝑏𝑛−2, 𝑅2𝑃3 = 𝑏𝑛−3,⋯ , 𝑅𝑛−1𝑃𝑛 = 𝑏0 と す

る。 

∠𝑃1𝑂𝑅1 = ∠𝑃2𝑅1𝑅2 = ⋯ = ∠𝑃𝑛𝑅𝑛−1𝑃𝑛+1 = 𝜃 と

なるから、 

tan 𝜃 =
𝑃1𝑅1
𝑂𝑃1

=
𝑃2𝑅2
𝑅1𝑃2

= ⋯ =
𝑃𝑛𝑃𝑛+1
𝑅𝑛−1𝑃𝑛

 

tan 𝜃 =
𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−2

𝑎𝑛
=
𝑎𝑛−2 − 𝑏𝑛−3

𝑏𝑛−2
= ⋯ =

𝑎0
𝑏0
 (3.16) 

以下、tan 𝜃 = 𝑡とおく。 

ここで、明らかに𝑡 ≠ 0より、 

𝑏𝑗 = ∑(−1)𝑖
𝑎𝑗−𝑖

𝑡𝑖+1

𝑗

𝑖=0

 (3.17) 

と表されることを証明する(𝑛 − 2 ≥ 𝑗)。 

（I）𝑗 = 0のとき 

 (3.16)より𝑡 =
𝑎0

𝑏0
なので、 

𝑏0 =
𝑎0
𝑡0

 

 これは(3.17)を満たす。 

（II）𝑗 = 𝑘 + 1のとき 

𝑗 = 𝑘(𝑛 − 3 ≥ 𝑘)で(3.17)が成り立つと仮定す

ると、 

𝑏𝑘 = ∑(−1)𝑖
𝑎𝑘−𝑖
𝑡𝑖+1

𝑘

𝑖=0

 (3.18) 

𝑗 = 𝑘 + 1のとき、(3.16)より、 

𝑎𝑘+1 − 𝑏𝑘
𝑏𝑘+1

= 𝑡 
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𝑏𝑘+1 =
𝑎𝑘+1
𝑡

−
𝑏𝑘
𝑡

 

 (3.18)より、 

𝑏𝑘+1 = (−1)
0
𝑎𝑘+1
𝑡0+1

+ (−1) ⋅
1

𝑡
∑(−1)𝑖

𝑎𝑘−𝑖
𝑡𝑖+1

𝑘

𝑖=0

 

𝑏𝑘+1 =∑(−1)𝑖
𝑎𝑘+1−𝑖
𝑡𝑖+1

𝑘+1

𝑖=0

 

これは(3.17)を満たすので、(3.17)は𝑛 − 2 ≥ 𝑗を

満たす全ての自然数𝑗で成り立つことが示された。 

 よって、(3.16)より、 

𝑡 =
𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−2

𝑎𝑛
 

𝑎𝑛𝑡 − 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−2 = 0 

 (3.17)より、 

𝑎𝑛𝑡 − 𝑎𝑛−1 +
𝑎𝑛−2
𝑡

−
𝑎𝑛−3
𝑡2

+⋯+ (−1)𝑛−2
𝑎0
𝑡𝑛−1

= 0 

𝑎𝑛𝑡
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑡

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑡
𝑛−2 − 𝑎𝑛−3𝑡𝑛−3 +⋯

+ (−1)𝑛−2𝑎0 = 0 

𝑎𝑛𝑡
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑡

𝑛−1 ++𝑎𝑛−2𝑡
𝑛−2 − 𝑎𝑛−3𝑡𝑛−3 +⋯

+ (−1)𝑛𝑎0 = 0 

𝑎𝑛(−𝑡)
𝑛 + 𝑎𝑛−1(−𝑡)

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2(−𝑡)
𝑛−2

+ 𝑎𝑛−3(−𝑡)𝑛−3 +⋯+ 𝑎0 = 0 

 よって、この𝑡の 1 変数多項式方程式の解は、問

題文中に示された 1 変数多項式方程式𝑎𝑛𝑥
𝑛 +

𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0(𝑎𝑖 ≠ 0, 𝑖 = 0,1,⋯𝑛)

の解に等しい。よって、題意は示された∎ 

 

 最終的に導かれる方程式の解は、−tan𝜃となっ

ていることに注意です。 

 また、今回は予め𝑎𝑖 > 0 (𝑖 = 0,1,⋯𝑛)としまし

たが、このうちどれかが 0 または負だったとして

も、同様の議論が可能です。 

 では、リルの解法について分かったところで、

ついに𝑛次方程式を解いてみましょう。ここでは、

そのうちもっとも簡単な 5 次方程式について扱う

こととします。 

 

 

3-5  5 次方程式 

 3-4 で紹介したリルの解法を応用することで、

「高々(𝑛 − 2)重折りによって一般の𝑛次方程式を

解くことができる(𝑛 ≤ 3)」ことが知られています。

つまり、𝑛 = 5であれば、3 重折りによって解くこ

とができると予想できるでしょう。 

 では、以下に手順を示します。 

 5 次方程式𝑥5 + 𝑎𝑥4 − 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑑2 + 𝑑𝑥 − 𝑒 = 0が

与えられているとします（わかりやすくするため

に係数の正負の符号を恣意的に変えているほか、

𝑥5の係数を簡単のために 1 とします）。 

 まず、点𝑃(0,−1)および直線𝑙1: 𝑦 = 1を描きます。 

 次に、原点に点 A をとり、線分の長さが各係数

の値になるように折れ線 ABCDET を描きます。

係数がマイナスの場合は、逆向きに進むことに注

意してください。また、始点は原点ではなく P と

し、𝐴𝐵 = 𝑎, 𝐵𝐶 = 𝑏, 𝐶𝐷 = 𝑐, 𝐷𝐸 = 𝑑, 𝐸𝑇 = 𝑒（全て

正）とします。そして、点 E から線分 ET とは逆

の方向に𝑒だけ進んだ位置に、直線𝑙2を線分 ET に

垂直になるように（つまり𝑦軸と平行になるように）

引きます。 

 そうしたら、次の条件をすべて満たすように 3

つの折り目𝑓𝑎 , 𝑓𝑏 , 𝑓𝑐を付けます。 

(1) 折り目𝑓𝑎によって、点 P が直線𝑙1上に重なる 

(2) 折り目𝑓𝑏によって、点 T が直線𝑙2上に重なる 

(3) 折り目𝑓𝑎と線分 BC との交点 Y、および折り目

𝑓𝑏と線分 CD との交点 Z の両方を折り目𝑓𝑐が

通る 

(4) 折り目𝑓𝐶によって、折り目𝑓𝑎および折り目𝑓𝑏が

それぞれ自分自身に重なる 

このとき、折り目𝑓𝑎と𝑥軸との交点 X が、与えら

れた方程式の解となります。 

 …これは本当に複雑です。3 重折りをしている

のは(1)~(4)の網掛け部分であり、一度の手順で

𝑓𝑎 , 𝑓𝑏 , 𝑓𝑐という 3つの折り目がついていることがわ

かります。 
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図 9 5 次方程式を解く E7 

 

 では、これを証明してみます。リルの解法を証

明したので、正直この証明はそこまで重要ではな

いですが、念のため成り立つことを確認しておき

ます。 

 

 

問題 6 

 上述の折り方で、𝑥5 + 𝑎𝑥4 − 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑑2 + 𝑑𝑥 −

𝑒 = 0の解が求まることを証明せよ。 

 

解答 6 ※数学 I の知識を必要とします。 

 問題 5 と同様に、曲がった地点を𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4と

し、tan 𝜃 = 𝑡とする。すると、𝐴𝑅1 = 𝑡 

 また、𝐵𝑅2 = 𝑝, 𝐶𝑅3 = 𝑞, 𝐷𝑅4 = 𝑟とする。 

 相似の性質より、 

𝑡 =
𝑝

𝑎 + 𝑡
=

𝑞

𝑏 − 𝑝
=

𝑟

𝑐 − 𝑞
=

𝑒

𝑑 + 𝑟
 

が成り立つ。これを右側から順番に計算して𝑝, 𝑞, 𝑟

を消去すると、 

𝑟 = −𝑑 +
𝑒

𝑡
 

より、 

−𝑑 +
𝑒
𝑡

𝑐 − 𝑞
= 𝑡 

𝑞 = 𝑐 +
𝑑

𝑡
−
𝑒

𝑡2
 

 見覚えのある式になってきましたね。更に計算

を続け、 

𝑐 +
𝑑
𝑡 −

𝑒
𝑡2

𝑏 − 𝑝
= 𝑡 

𝑝 = 𝑏 −
𝑐

𝑡
−
𝑑

𝑡2
+
𝑒

𝑡3
 

より、 

𝑡2 + 𝑎𝑡 − 𝑝 = 0 

𝑡2 + 𝑎𝑡 − 𝑏 +
𝑐

𝑡
+
𝑑

𝑡2
−
𝑒

𝑡3
= 0 

𝑡5 + 𝑎𝑡4 − 𝑏𝑡3 + 𝑐𝑡2 + 𝑑𝑡 − 𝑒 = 0 

この𝑡の 5 次方程式の解は、問題文中に示された

𝑥の 5 次方程式𝑥5 + 𝑎𝑥4 − 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑑2 + 𝑑𝑥 − 𝑒 = 0

の解に等しい。よって、題意は示された∎ 

 

 このように、必ずしも問題 5 に示したような点

のとり方でなくても、5 次以上の高次方程式を解

くことができます。また、6 次、7 次と方程式の次

数が多くなったとしても、それぞれ 4 重折り、5 重

折りを導入することで、折り紙によって解くこと

ができます。勿論、その手順はとんでもなく面倒

くさいものですが…。 

 ちなみに、5 次方程式の場合、3 重折りでなくて

も 2 重折りで解けることがわかっています。さす

がにここで書くのは、ページ数が多くなりすぎて

会長に怒られるレベルなので省略しますが、参考

文献からアクセスできるので、興味がある方は閲

覧していただければ幸いです。 

 

4 総括 

 本記事では、折り紙による高次方程式の解法を

紹介しました。 

 方程式の解の公式は 4 次までしか作ることがで
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きない、つまり 5 次方程式の解の公式は作ること

ができないことが証明されていますが、折り紙を

使えば解くことができる、というのは何とも興味

深い話です。また、ギリシャの 3 大作図問題の一

つである「角の三等分線」をひくことも、コンパス

と定規だけでは引くことができないことが証明さ

れていますが、折り紙では引くことができます（こ

れについては今回触れられませんでした…。各自

で調べてみてください）。 

 このように、折り紙はいわば代数よりずっと広

い可能性を持った、すばらしい数学的なツールな

のだと私は思っています。今度折り鶴などで折り

紙を使うときは、この深遠な数学の世界に、ぜひ

とも思いを馳せていただければと思います。同時

に、ここまで 9000 文字近くも稚拙な文章を辛抱強

く読んで下さり、本当にありがとうございました。 

 では、またの機会にお会いできれば幸いです。 

 

※厚かましいお願いとなりますが、お隣 10m 程の

ところに地理部の部誌が山積みになっていると思

います。もし地理に興味がありましたら、ぜひと

もご閲覧していただければ非常に嬉しいです（私

も執筆しています）。 
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2024 年度 

高校入試対策模試 
 

数学 
６０分 １００点満点 

 

注意 

・問題は□1 から□4 までで、全部で 4 ページある。 

・試験開始の合図があるまでは、問題用紙を開かないこと。 

・解答は全て解答用紙に記入せよ。 

・試験終了後、問題用紙は持ち帰ること。 

・コンパス、三角定規を使用してもよい。 

・時間配分に注意して解き進めること。 

・問題文に「全て求めよ」と書かれていなくても答えが複数存在す

ることがある。その点に十分注意せよ。 
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□1  次の各問いに答えよ。 
⑴ ① 2𝑥ϵ + 7𝑥𝑦 + 6𝑦ϵ − 22𝑥 − 40𝑦 + 56 を因数分解せよ。 

② 𝑥、𝑦を自然数とする。2𝑥ϵ + 7𝑥𝑦 + 6𝑦ϵ − 22𝑥 − 40𝑦 + 56 が素数となるとき、𝑥、𝑦の値とその時の

素数を求めよ。ただし、解答は 例）「𝑥 = 1、𝑦 = 0のとき3」のように答えよ。 

 

⑵ 2025ϵЈϵΘ を17で割った余りを求めよ。 

 

⑶座標平面上に放物線α: 𝑦 = 𝑥ϵ と点𝐴(−2 ,−5)があり、放物線α上に𝑥座標が𝑡である点Pをとる。  

①APの傾きを 𝑙 と置くとき 𝑙 を、𝑡を用いて表せ。 

② 𝑝 を実数とし、𝑓(𝑝) = ֋ɞ+ϵ֋+ϩ
֋+ϯ

 とするとき、𝑓(𝑝)の範囲を求めよ。 

 

 

 

 

□2 下の図において、４点 A,B,C,D は円 O の円周上にあり、線分 AC と BD の交点を E とすると、BE 

＝Θ
Ϩ
 , ED＝ΚΚ

Ϩ
 , EC＝ΘΘ

φΚ
  である。また、円 O の円周上にさらに点 P をとると、弧 AB＝弧 PC とな 

り弧 PD に対する中心角は 120°となった。ただし、点 P は線分 AC について点Ｂと同じ側にとる。こ

の時、次の各問いに答えよ。 

 

⑴①△ABD の面積を求めよ。 

②線分 AB、AD の⾧さを求めよ。 

③∠BCD の大きさを求めよ。 

 

⑵円 O の円周上で、線分 BD に対して点 C と反対側に、点 R を、DR＝Ϩ
√

ϵ
ϵ

となるようにとる。 

①線分 RC の⾧さを求めよ。 

②△BRC の面積を求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B 

C 

D 
E 
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□3  座標平面上に、放物線α：𝑦 = 𝑥ϵ と直線ℓ：𝑦 = Θ
ϯ
𝑥 + 4 があり、放物線αと直線ℓの交 

点を A、B とする。（ただし、点 A は点 B よりも𝑥座標が小さいものとする。）また、座標平面の原点を

Ｏとするとき、直線ℓに対して点Ｏと反対側に∠ABC＝45°となる点Ｃをとり、点Ｂ、Ｃを通る直線を

𝑚とする。この時、後の問いに答えよ。 
 

⑴①直線𝑚の式を求めよ。また、点Ｃの𝑥座標を求めよ。 

 ②△OBC と△PBC の面積が等しくなるように点 P を放物線α上の 

点 O とは異なる位置にとる。点 P の𝑥座標を求めよ。 

 

⑵ 放物線α上に新たに点D(−2 , 4)をとる。 

① △ABD の辺上及び内部にある格子点（𝑥座標と𝑦座標が 

それぞれ整数である点）の個数を求めよ。 

② 線分 BD を直径とする円と放物線αの B,D 以外の交点を 

全て求めよ。 

  

  

 

□4  一辺の⾧さが２㎝の立方体 ABCD―EFGH がある。正方形 ABCD の対角線の交点を点 M と 

し、四角錐 M―EFGH をつくる。また、四角錐 M―EFGH のすべての面にそれぞれ接している球 O 

がある。この時、後の問いに答えよ。                （渋谷教育学園幕張 改） 
 

⑴△MEF の面積を求めよ。 

 

⑵球 O の半径を求めよ。 

 

⑶4 点 C、D、E、F を通る平面で四角錐 M―EFGH を切るとき 

①点 M を含む立体の体積を求めよ。 

②球 O の切断面の面積を求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C 

O 

B 

𝑚 𝛼 𝑙 

𝑥 

𝑦 

A 
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2024 年度 高校入試対策模試 数学 解答用紙 
□1  

⑴① ② 

⑵ 

⑶① ② 

□2  

⑴① ②AB の⾧さ                               
AD の⾧さ 

 ③  

⑵① ② 

□3  

⑴①直線𝑚の式                            点 C の𝑥座標 

 ②  

⑵①  

 ②  

□4  

⑴ ⑵ 

⑶① ② 
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解答
1

(1) 1○ (2x+ 3y − 14)(x+ 2y − 4)

2○ x = 3, y = 3のとき 5

(2) 2

(3) 1○ l =
t2 + 5

t+ 2
2○ f(p) ≦ −10, 2 ≦ f(p)

2

(1) 1○ 2
√
3

2○ AB の長さ：1 ADの長さ：4
√
3

3○ 90°

(2) 1○
11
√
2 + 5

√
6

4

2○
55
√
3 + 75

16

3

(1) 1○ 直線mの式：y =
1

4
x+

33

4
C の x座標：− 11

4

2○ x =
1

4
,
1±

√
1057

8
(2) 1○ 11個

2○

(
−1±

√
21

2
,
11∓

√
21

2

)
(複合同順)

4

(1)
√
5 ㎠

(2)

√
5− 1

2
㎝

(3) 1○
16

27
㎤

2○
√
5− 1

4
π ㎠
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□1  以下の問いに答えよ.                            （40 点） 

   問 1 次の値を求めよ. 

ం
𝑘!

𝑘! + (𝑛 − 𝑘)!
𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

 

    

問 2 ϵ
ϯ
< log 𝜋 < Ϩ

Θ
を示せ．ただし3.14 < 𝜋 < 3.15とする． 

□2  以下の問いに答えよ．                              （60 点） 

𝛼ϵ։+φ = 1 (𝛼 ≠ 1)とし，𝑎⟨𝑛|𝑝⟩を以下の様に定義する．ただし，𝑛は自然数, 𝑝は正の実数とする． 

𝑎⟨𝑛|𝑝⟩ = ం
1

𝑝 + 𝛼ֆ

2𝑛+1

𝑘=1

 

   例えば，𝑎⟨2|4⟩ = φ
Κ+ᆿ

+ φ
Κ+ᆿɞ + φ

Κ+ᆿɘ + φ
Κ+ᆿȃ + φ

Κ+ᆿȁ  (𝛼は𝛼Θ = 1を満たす𝛼) となる． 

   

 ⑴ (2 + 𝛼)(2 + 𝛼ϵ) ⋯ (2 + 𝛼ϵ։)を𝑛の式で表せ． 

    

   ⑵ 𝑎⟨𝑛|1⟩を𝑛の式で表せ． 

    

   ⑶ 𝑎⟨𝑛|2⟩を𝑛の式で表せ． 

 

   ⑷ lim
։→�

𝑎⟨𝑛|𝑝⟩を求めよ． 

□3  疾走線に関する以下の問いに答えよ．                    （50 点） 

   原点𝑂と点𝐴(1,0)を結ぶ線分を直径とする円𝐶と，点𝐴における接線𝑙について考える． 

   直線𝑙上に点𝑁をとり，𝑂𝑁と円𝐶の交点を𝐾と置く．線分𝑂𝑁上に𝑂𝑃 = 𝐾𝑁となる点𝑃をとる． 

   このようにとった点𝑃の軌跡を疾走線（シッソイド）という． 

    

   ⑴ 𝑃の軌跡の式を求めよ． 

  

   ⑵ 直線𝑥 + 2𝑦 = 1と疾走線の交点の座標を𝑄とおく．𝑂𝑄の傾きを求めよ．また，これを利用 

すれば，ある立方体の 2 倍の体積を持つ立方体が作図可能であることを説明せよ． 

 

   ⑶ 直線𝑥 + 𝑦 = 1，𝑥軸，疾走線で囲まれる領域の面積を求めよ． 
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□4  以下の問いに答えよ．                           （50 点） 

   サイコロを3回投げて，出た目を順に𝑎, 𝑏, 𝑐とし，𝑆を次のように定義する． 

𝑆 = sin
𝑏

𝑎
𝜋 sin

𝑐

𝑏
𝜋 cos

𝑎

𝑐
𝜋 

⑴ 𝑆 = 0となる確率を求めよ.  

 

   ⑵ 𝑆が整数となる確率を求めよ． 

  

□5  以下の問いに答えよ．                           （40 点） 

例えば，10 × 9 × 8は3!で割り切れる．また，7 × 8 × 6 × 4は4!で割り切れる．このように, 

連続𝑛整数の積は𝑛!で割り切れることを示せ．ただし, 連続𝑛整数は全て自然数とする． 

 

□6  以下の問いに答えよ．                           （60 点） 

   可積分関数𝑓(𝑡)に関して，以下の様な積分変換を考える． 

𝐹(𝑠) = ℒ[𝑓(𝑡)] = lim
ᇗ→�

௷ 𝑒−֎֏𝑓(𝑡)
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

   この変換に対して次の性質が成り立つことが知られている．（証明なしに用いて良い．） 

ℒ[𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)] = 𝑎ℒ[𝑓(𝑡)] + 𝑏ℒ[𝑔(𝑡)] 

   

   ⑴ 𝑓(𝑡) = 𝑒ռ֏  (𝑎は定数)に対する積分変換𝐹(𝑠)を求めよ． 

 

   ⑵ ℒ[𝑓 ஥(𝑡)] = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0)を示せ．また，ℒ[𝑓 ஥஥(𝑡)] = 𝑠ϵ𝐹(𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓′(0)を示せ． 

    

   ⑶ 𝑓 ஥஥(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 2𝑓(𝑡) = 𝑒−֏  (𝑓(0) = 0 , 𝑓 ஥(0) = 0)を満たす関数𝑓(𝑡)を以下の手順で求めよ． 

     ただし，𝑠 ≠ 1,−2とする． 

      

① ℒ[𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑠)と置き，𝐹(𝑠)を𝑠の式で表す． 

     ② 𝐹(𝑠)を𝑓(𝑡)の式に戻す．（これは⑴の結果を参考にしても良い．） 

 

 

 

問題はこれで終わりである． 
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デジタルハリウッド大学模試 解答解説及び講評 

※難易度は A（易）～E（難）の５段階で評価した． 

採点基準は解答中の」（＋𝑛点）を参照されたし． 

□1  問１（15 点） 

ం𝑓(𝑘) = ం𝑓(𝑛 − 𝑘)
։

ֆ=Ј

։

ֆ=Ј

⋯(∗)を示す． 

（左辺）= 𝑓(0) + 𝑓(1) + 𝑓(2) + ⋯+ 𝑓(𝑛) 

（右辺）= 𝑓(𝑛) + 𝑓(𝑛 − 1) + ⋯+ 𝑓(1) + 𝑓(0) 

    = 𝑓(0) + 𝑓(1) + 𝑓(2) + ⋯+ 𝑓(𝑛) 

    =（左辺） 

よって(∗)は成り立つ．」（＋５点➡注） 

𝑆 = ం
𝑘!

𝑘! + (𝑛 − 𝑘)!
𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

 

と置くと，(∗)より 

𝑆 = ం
(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)! + 𝑘!
𝐶։−ֆ։

 
։

ֆ=Ј

 

= ం
(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)! + 𝑘!
𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

 

である」（＋５点）から， 

※ 前の式変形の補足 

𝐶ֆ։

 
=

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 

      =
𝑛!

{𝑛 − (𝑛 − 𝑘)}! (𝑛 − 𝑘)!
 = 𝐶։−ֆ։

 
 

2𝑆 = ం
𝑘!

𝑘! + (𝑛 − 𝑘)!
𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

+ ం
(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)! + 𝑘!
𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

 

     = ం
𝑘! + (𝑛 − 𝑘)!

𝑘! + (𝑛 − 𝑘)!
𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

 

     = ం 𝐶ֆ։

 
։

ֆ=Ј

= 2։ 

である．従って，求めるべき答えは， 

𝑺 =  غ−𝟐۫
である．」（＋５点） 

➡注 

(∗)は証明がなくとも答えがあっていれば良い． 

※部分は書かれていなくても良い． 

□1  問２（25 点） 

log 𝜋 =௷
1

𝑥
𝑑𝑥

ᇎ

φ

 

より，log 𝜋は𝑦 = φ
֓
の1から𝜋までの面積 

（斜線部）に等しい．（下図参照） 

 
これを上下から抑えれば良い．」（＋7 点） 

(i) ϵ
ϯ
< log 𝜋を示す 

  
上図の赤で囲った部分の面積を考え，」（＋2 点） 

1 −
1

𝜋
< log 𝜋 

であり，問題の仮定より3.14 < 𝜋 < 3.15だから， 

2

3
=

42

63
< 1 −

1

3.15
=

215

315
=

43

63
< ln 𝜋 

より示された．」（＋4 点） 

(ii) log 𝜋 < Ϩ
Θ
を示す 
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上図の青で囲った部分と黄で囲った部分の面積の

和を考え、」（＋5 点） 

log 𝜋 <
3

4
+

𝜋

4
−

1

𝜋
 

であり，問題の仮定より3.14 < 𝜋 < 3.15だから， 

log 𝜋 <
3

4
+

3.14

4
−

1

3.15
<

3

4
+

3.14

4
−

1

4
=

514

400
<

7

5
 

より示された．」（＋7 点）■ 

 

【講評】 

問 1 難易度 A 

自作問題． 

総和の対称性に気づけるかどうかの問題． 

(∗)に気づくことができれば簡単な問題だった． 

記述も難しくない．        

 

問 2 難易度 C 

2007 年の東大理系第 6 問の改題． 

ln 𝑎と𝑓(𝑥) = φ
֓
の面積とのつながりが見抜ければ

後はすんなり解けただろう．しかしこの関係を見

抜くのは少し難しいため，ここで差がつく問題．

また，（ii）で台形二つに近似しているのは，台形

一つの近似だと評価が甘くなってしまうためであ

る．近似がうまくいかなかった時にどう対処する

かを見るための問題だった．工夫すれば計算も面

倒ではない．制限時間を考慮しても，十分完答が

狙える範囲である．  

 

総合して，発想力が問われる小問集合だった． 

特に第 2 問目は面積評価に気づかないと計算が 

重くなり，時間に追われる．問 1 も簡単とはいえ 

気づかずに時間をかけた人もいるだろう． 

こういった問題群では，5 分ごとに，捨てて次の

問題にいくのか，粘るのかを逐次判断すると良

い． 

 

大問１総合して難易度は B 

□2  ⑴ （8 点） 

𝛼が𝑧ϵ։+φ = 1の(虚数)解であるため，そこから 

𝑔(𝑧) = 𝑧ϵ։ + 𝑧ϵ։−φ + ⋯+ 𝑧ϵ + 𝑧 + 1が 

𝑔(𝑧) = (𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛼ϵ)⋯ (𝑧 − 𝛼ϵ։)と表せる． 

（解を用いた因数分解）」（＋3 点） 

したがって， 

(2 + 𝛼)(2 + 𝛼ϵ)⋯ (2 + 𝛼ϵ։) = 𝑔(−2) 

となる．よって求めるべき答えは， 

𝑔(−2) = ం(−2)ֆ
ϵ։

ֆ=Ј

 

                    =
1 × (1 − (−2)ϵ։+φ

1 − (−2)
 

         =
𝟏 + 𝟐 ⋅ 𝟒۫

𝟑
 

である．」（＋5 点） 

□2  ⑵ （10 点）  

𝑎⟨𝑛|1⟩ = ం
1

1 + 𝛼ֆ
⋯(𝑎)

2𝑛+1

𝑘=1

 

である．和の順番を入れ替えて， 

(𝑎) = ൬
1

1 + 𝛼
+

1

1 + 𝛼2𝑛
൰+ ൬

1

1 + 𝛼2
+

1

1 + 𝛼2𝑛−1
൰    

          +⋯ + গ
1

1 + 𝛼։
+

1

1 + 𝛼։+φ
ঘ + গ

1

1 + 𝛼ϵ։+φ
ঘ 

となる．」（＋4 点）第𝑘項を取り出して計算する

と，𝛼ϵ։+φ = 1より， 

গ
1

1 + 𝛼ֆ
+

1

1 + 𝛼ϵ։−ֆ+φ
ঘ 

  = গ
2 + 𝛼ֆ + 𝛼ϵ։−ֆ+φ

(1 + 𝛼ֆ)(1 + 𝛼ϵ։−ֆ+φ)
ঘ 

 = গ
2 + 𝛼ֆ + 𝛼ϵ։−ֆ+φ

1 + 𝛼ֆ + 𝛼ϵ։−ֆ+φ + 1
ঘ 

                 = 1 
で，最後の項を除いてこれらが𝑛個あるから， 

𝑎⟨𝑛|1⟩ = 1 × 𝑛 +
1

2
= 𝑛 +

1

2
 

である．」（＋4 点）（答えに＋2 点） 
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□2  ⑶ （21 点） 

𝑢ֆ =
1

2 + 𝛼ֆ
と置く．𝑢ֆ ≠ 0 であるから， 

2 + 𝛼𝑘 =
1

𝑢𝑘
. 従って，𝛼𝑘 =

1

𝑢𝑘
− 2 である．ここで 

𝛼ϵ։+φ = 1 を利用して，1 = গ
1

𝑢ֆ

− 2ঘ
ϵ։+φ

 

である．」（＋4 点）よって，𝑢ֆは u の方程式 

1 = ঁ
1

𝑢
− 2ং

ϵ։+φ

⋯ ①の解である．両辺を𝑢2𝑛+1倍 

して二項展開し，整理すると， 

(1 − 2𝑢)ϵ։+φ = 𝑢2𝑛+1 

⇔ ि22𝑛+1 + 1ी𝑢2𝑛+1 − (2𝑛 + 1)2ϵ։𝑢ϵ։ + ⋯+ 1 = 0 

である．」（＋7 点） 

ここで，𝑢ֆは①を満たす解であるため， 

解と係数の関係より，求めるべき答えは， 

𝑎⟨𝑛|2⟩ = 𝑢φ + 𝑢ϵ + ⋯𝑢ϵ։+φ =
(2𝑛 + 1)2ϵ։

ि22𝑛+1 + 1ी
 

である．」（＋10 点） 

□2  ⑷ （21 点） 

⑶と同様に考えて， 

𝑎⟨𝑛|𝑝⟩ =
(2𝑛 + 1)𝑝ϵ։

(𝑝2𝑛+1 + 1)
 

    =
2𝑛𝑝ϵ։ + 𝑝ϵ։

(𝑝2𝑛+1 + 1)
 

である．」（＋2 点）分子分母を𝑝ଶ௡ାଵでわって， 

𝑎⟨𝑛|𝑝⟩ =

2𝑛
𝑝 + 1

𝑝

ঁ1 + 1
𝑝2𝑛+1

ং
⋯ ② 

となる．」（＋2 点） 

(i) 𝑝 ≥ 1のとき 

②より， 
lim

։→�
𝑎⟨𝑛|𝑝⟩ = ∞ 

である．」（＋4 点） 

 

(ii) 0 < 𝑝 < 1のとき 

𝑎⟨𝑛|𝑝⟩ =
𝑛(2𝑝 + 1

𝑝𝑛)

1
𝑝2𝑛+1

(1 + 𝑝2𝑛+1)
⋯ ③ 

である．ここで，0 < 𝑝 < 1のときの 
lim

։→�
𝑛𝑝ϵ։+φ 

について考える．𝑝 =
1

1 + ℎ
と置くと，ℎ > 0 で， 

(1 + ℎ)ϵ։+φ ≥
1

2
(2𝑛 + 1) ⋅ 2𝑛ℎϵが成り立つので， 

0 <  𝑛𝑝ϵ։+φ =
𝑛

(1 + ℎ)ϵ։+φ
<

1

𝑛ℎϵ
 

である． lim
։→�

1

𝑛ℎϵ
= 0 よりはさみうちの原理から 

lim
։→�

𝑛𝑝ϵ։+φ = 0 

である．従って，③の極限は， 

lim
։→�

𝑎⟨𝑛|𝑝⟩ =
𝑛(2𝑝 + 1

𝑝𝑛)

1
𝑝2𝑛+1

(1 + 𝑝2𝑛+1)
= 0 

となる．」（＋8 点）（(i)(ii)共に合って＋5 点） 

 

【講評】 

⑴ 難易度 A 

2𝑛 + 1乗根に関する複素数の典型問題．計算も重

くないため，これはとるべき問題である． 

 

⑵ 難易度 B 

見慣れない表記で混乱したかもしれないが，これ

も典型問題である．和の順番を入れ替えて，それ

ぞれを 1 にできることに気がつくかどうかである

が，頻出の形なので知っている人も多いだろう． 

もしこれに気づかなくとも，⑶の解答のようにす

れば，同じように値が求まる．それほど難易度は

高くない． 

 

⑶ 難易度 D 

気づくべきポイントがいくつかあり，難しいが， 

初手で𝑢ֆ = 1
2+ᆿՐと置くのが最大のポイント。 
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こう置かないと方針が見えない． 

しかし，これに気づいても，展開し解と係数の関

係を使って総和を求めることが技巧的であり，難

所である．たまに使う形ではあるが自分で見抜く

のは相当な訓練が必要だろう．難問である． 

 

⑷ 難易度 C 

（3）が解ければなんてことは無い極限操作の問

題である．𝑝の値で極限値が変わるため，要注

意．𝑝 = φ
φ+փ

とおき，はさみうちを使うのは，（よ

く目にする形ではあるため知っている人は多いだ

ろうが）一度やっておかないと厳しいだろう．と

はいえ，⑶が解けた人ならこの問題も難なく解い

てしまわれるだろうから，ある種のサービス問題

かもしれない．標準的な難易度。 

 

全て自作問題（典型ではある）． 

総合して，複素数の𝑛乗根に関する理解度を測る 

設問である．⑴，⑵はしっかり𝑛乗根がわかって

いれば難なく解ける問題であるため，差がつくの

は⑶以降だろう．配点の関係上、⑶が解けた人と 

そうでない人で大きく点が開くため，差をつける

ための問題群であるといえる．また，⑷が解けれ

ば⑶，⑵は自動的に解けるため，一般化した物か

ら考えるのも一つの手である．大問の最後の問題

は配点が特に高い傾向にあるため，途中の設問が

（例えば証明問題などで）解けなかった時でも，

結果を利用して，後半の問題が解けないか探るこ

とも得点を伸ばす一つの戦略といえるだろう． 

 

大問２総合して難易度は C 

 

 

 

 

 

 

□3  ⑴ （17 点） 

𝑁(1, tan 𝜃) ঁ−
1

2
< 𝜃 <

1

2
ং ととる． 

円𝐶の方程式は 

ঁ𝑥 −
1

2
ং

ϵ

+ 𝑦ϵ =
1

4
 

であり，直線𝑂𝑃の式は 

𝑦 = tan 𝜃 ⋅ 𝑥 

で，これらを連立して交点𝐾の座標を求めると 

𝐾(cosϵ 𝜃 , sin 𝜃 cos 𝜃)となる．」（＋3 点） 

条件より，𝑂𝑃ܡܠܠܠܠܠܠܠܠܠܟ = 𝐾𝑁ܡܠܠܠܠܠܠܠܠܠܠܠܟである．𝑃(𝑥, 𝑦)とすると， 

গ
𝑥

𝑦
ঘ = গ

1 − cosϵ 𝜃

tan 𝜃 − sin 𝜃 cos 𝜃
ঘ 

となり，」（＋3 点）➡注 1 

𝑥 = sinϵ 𝜃 

である．」(+1 点)また， 

𝑦 =
sin 𝜃

cos 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃 

= sin 𝜃
1 − cosϵ 𝜃

cos 𝜃
 

        =
sinϯ 𝜃

√
1 − sinϵ 𝜃

」（＋3 点） 

𝑥 = sinϵ 𝜃より，上式に代入して， 

𝑦 =
𝑥
√

𝑥
√

1 − 𝑥
 

          = 𝑥ఋ
𝑥

1 − 𝑥
」（＋4 点） 

辺々2 乗して整理すると，𝑃の軌跡の式は， 

𝑥ϯ + (𝑥 − 1)𝑦ϵ = 0⋯ ① 

である．」（＋3 点） 

➡注: 

軌跡の式は同値ならどれでも良いが，媒介変数を 

用いた形は軌跡の式とは言い難い．ここまでで 

止まってるならば，⑶の積分が正しく求まって 

いる場合に満点を与える．それ以外は減点とする． 
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□3  ⑵ （13 点） 

①と𝑥 + 2𝑦 = 1との交点を𝑄とおくと， 

2𝑦 = 1 − 𝑥となることから，𝑥ϯ − 2𝑦ϯ = 0を得る． 

よって， 

𝑥ϯ = 2𝑦ϯ 

 ঁ
𝑦

𝑥
ং

ϯ

=
1

2
 

𝑦

𝑥
=

1
√

2ɘ
 

よって直線 OQ の傾きは
1

√
2ɘ

である.」（＋5 点） 

（下図参照） 

 

ここで，直線𝑦 = 1と𝑂𝑄の交点の𝑥座標を求める

と，𝑥 =
√

2ɘ であるから，一辺の⾧さをこの図か

ら写しとって，立方体を作図すれば一辺の⾧さが

1 の立方体の 2 倍の体積の立方体が作図できる. 

」（＋8 点）■ 

□3  ⑶ （20 点） 

 

 

 

 

 

 

 

求めるべき面積は上図の斜線部である. 

①と交点𝑥 + 𝑦 = 1との交点を𝑅とすれば， 

𝑅 ঁ
1

2
,
1

2
ং となり，求める面積を S とおけば， 

𝑆 = ௷ 𝑥ఋ
𝑥

1 − 𝑥

φ
ϵ

Ј

𝑑𝑥 +
1

2
×

1

2
×

1

2
 

」（＋6 点） 

𝐼 = ௷ 𝑥ఋ
𝑥

1 − 𝑥

φ
ϵ

Ј

𝑑𝑥と置く. 

𝐼 = ௷
𝑥

ϯ
ϵ

√
1 − 𝑥

φ
ϵ

Ј

𝑑𝑥 

ここで，𝑢 =
√

𝑥と変数変換すると， 

2𝑢𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑥 0    →      
1

2
 

𝑢 0    →    
1

√
2
 

よって 

𝐼 = 2௷
𝑢Κ

√
1 − 𝑢ϵ

φ√
ϵ

Ј

𝑑𝑢 

また，𝑢 = sin 𝜃と変数変換して， 

𝑑𝑢 = cos 𝜃 𝑑𝜃 

𝑢 0      →      
1

√
2
 

𝜃 0      →       
𝜋

4
 

よって， 

𝐼 = 2௷
sinΚ 𝜃

√
1 − sinϵ 𝜃

cos 𝜃

ᇎ
Κ

Ј

𝑑𝜃 

             = 2 ௷ sinΚ 𝜃

ᇎ
Κ

Ј

𝑑𝜃 

半角の公式を用いて， 

𝐼 = 2௷ গ
1 − cosϵ 2𝜃

2
ঘ

ϵᇎ
Κ

Ј

𝑑𝜃 

       = ௷ ঁ
1

2
− cos 2𝜃 +

1

2
cosϵ 2𝜃ং

ᇎ
Κ

Ј

𝑑𝜃 

再度，半角の公式を用いて， 
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𝐼 = ௷ গ
1

2
− cos 2𝜃 +

1

2
⋅
1 + cos 4𝜃

2
ঘ

ᇎ
Κ

Ј

𝑑𝜃 

           = ௷ গ
3

4
− cos 2𝜃 +

cos 4𝜃

4
ঘ

ᇎ
Κ

Ј

𝑑𝜃 

           = ঝ
3

4
𝜃 −

sin 2𝜃

2
+

sin 4𝜃

16
ঞ

Ј

ᇎ
Κ
 

           =
3

16
𝜋 −

1

2
」（＋10 点） 

従って，求めるべき面積𝑆は 

𝑆 =
3

16
𝜋 −

1

2
+

1

8
=

3

16
𝜋 −

3

8
 

である.」（＋4 点） 

 

【講評】 

⑴ 難易度 C 

シッソイドは入試であまり出題されないため， 

初めて見た人も多いだろう.しかし，サイクロイ

ドなどと同じように，座標設定をし，媒介変数を

落ち着いて消せばそこまで難しくない問題である 

記述も同じようにすれば問題ないため，標準的な

難易度といえる. 

 

⑵ 難易度 B 

OQの傾きを求めるのは非常に優しい．⑴が 

できているのであれば，スムーズにいけるだろう 

背景に立方体倍積問題がある．「ある立方体の体

積が 2 倍の立方体を作図する」という条件を 

「
√

2ɘ を作図する」と言い換えられれば，OQの傾

きをヒントに説明できるだろう．発想は求められ

るが，条件の言い換えを適切に行えるかを見る，

標準よりやや易しい問題と言える． 

 

⑶ 難易度 D 

やることは単純明快だが，積分計算が非常に重い 

基礎的な積分計算ができるかを見るための問題だ

った．制限時間と計算の重さを考えて，答えを合

わせるのは厳しい，標準よりやや難しい問題． 

 

総合的に，シッソイドというあまり見慣れない形

の軌跡を，考えて求められるかを見る設問であっ

た．軌跡や面積の問題は計算がうるさくなる傾向

にあるので，求めるべき式だけを書いて，計算は

時間があったら戻ってくるという手法も有効だろ

う．この曲線はギリシアの三大作図問題を解決す

るために，
√

2ɘ を図示する目的でディオクレスに

よって発見された．入試ではこのような有名問題

を背景とした問題がよく出題されるため，有名定

理や有名問題に触れておくこともよい訓練となる

だろう．最後の積分計算は重いが，落ち着いてこ

なせば，基礎的なことの積み重ねである．多少強

引にでも，計算して答えを合わせることも試験で

は重要になるため，日ごろから計算力を養うこと 

が大切である． 

 

大問 3 総合して難易度は C 
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□4  ⑴ （30 点） 

𝑆 = 0となるためには， 

sin
𝑏

𝑎
𝜋 = 0  𝑜𝑟 sin

𝑐

𝑏
𝜋 = 0  𝑜𝑟 cos

𝑎

𝑐
𝜋 = 0 

が必要である． 

sin 𝑘𝜋 = 0 ,  cosঁ
1

2
+ 𝑘ং𝜋 = 0  （𝑘は整数）  

であるから, 

cos
𝑎

𝑐
𝜋 = 0 

となる 𝑎, 𝑐 の組は 

(𝑎, 𝑐) = (1,2), (2,4), (3,2), (5,2), (6,4) 

でありこれらそれぞれに 𝑏 の選び方が 6 通りずつ

あるので，計 30 通り． 

sin
𝑏

𝑎
𝜋 = 0 

となる 𝑎, 𝑏 の組は， 

(𝑎, 𝑏) = (1,1), (1,2), (1,3)(1,4), (1,5), (1,6), (2,2) 

              (2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (5,5), (6,6) 

であり，それぞれに 𝑐 の選び方が 6 通りあるか

ら，計 84 通り． 

sin
𝑐

𝑏
𝜋 = 0 

となる組も同様に 84 通りある．これらの中で，

重複して数え上げているものを除く． 

sin
𝑏

𝑎
𝜋 = 0 ∧ sin

𝑐

𝑏
𝜋 = 0 

となる組は， 

(𝑎, 𝑏) = (1,1)に対して 𝑐 は 6 個． 

(𝑎, 𝑏) = (1,2)に対して 𝑐 は 3 個 

(𝑎, 𝑏) = (1,3)に対して 𝑐 は 2 個 

(𝑎, 𝑏) = (1,4)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (1,5)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (1,6)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (2,2)に対して 𝑐 は 3 個 

(𝑎, 𝑏) = (2,4)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (2,6)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (3,3)に対して 𝑐 は 2 個 

(𝑎, 𝑏) = (3,6)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (4,4)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (5,5)に対して 𝑐 は 1 個 

(𝑎, 𝑏) = (6,6)に対して 𝑐 は 1 個 

で計 25 通り． 

sin
𝑏

𝑎
𝜋 = 0 ∧ cos

𝑎

𝑐
𝜋 = 0 

となる組は， 

(𝑎, 𝑐) = (1,2)に対して𝑏は６個 

(𝑎, 𝑐) = (2,4)に対して𝑏は 3 個 

(𝑎, 𝑐) = (3,2)に対して𝑏は 2 個 

(𝑎, 𝑐) = (5,2)に対して𝑏は 1 個 

(𝑎, 𝑐) = (6,4)に対して𝑏は 1 個 

の計 13 通り． 

sin
𝑐

𝑏
𝜋 = 0 ∧ cos

𝑎

𝑐
𝜋 = 0 

となる組は， 

(𝑎, 𝑐) = (1,2)に対して𝑏は 2 個 

(𝑎, 𝑐) = (2,4)に対して𝑏は 3 個 

(𝑎, 𝑐) = (3,2)に対して𝑏は２個 

(𝑎, 𝑐) = (5,2)に対して𝑏は２個 

(𝑎, 𝑐) = (6,4)に対して𝑏は 3 個 

の計 12 通り． 

sin
𝑏

𝑎
𝜋 = 0 ∧ sin

𝑐

𝑏
𝜋 = 0 ∧ cos

𝑎

𝑐
𝜋 = 0 

となる(𝑎, 𝑏, 𝑐)の組は 

(1,1,2), (1,2,2), (2,2,4), (2,4,4), (3,3,6), (3,6,6) 

の 6 組であるから，求めるべき確率は 

30 + 84 + 84 − 25 − 13 − 12 + 6

216
=

154

216
=

77

108
 

である．」（20 点）(答えに＋10 点) 

□4  ⑴ （20 点） 

−1 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 , −1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 

であることより，もし𝑆が整数となるならば， 

𝑆 = −1 𝑜𝑟 0 𝑜𝑟 1のときに限られる． 

(i) 𝑆 = 0のとき：⑴で求めた通りである． 
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(ii) 𝑆 = 1のとき 

(ii)-(a) cos ռ
վ
𝜋 = 1のとき 

  (𝑎, 𝑐) = (2,1), (4,1), (6,1), (4,2), (6,3)であり， 

 このとき，sin ս
ռ

= 1 , sin վ
ս
𝜋 = 1とすれば， 

 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (4,2,1)の 1 通り． 

sin ս
ռ

= −1 , sin վ
ս
𝜋 = −1を満たす組はない． 

(ii)-(a) cos ռ
վ
𝜋 = −1のとき 

   (𝑎, 𝑐) = (1,1), (2,2), (3,1), (3,3)(4,4), 

              (5,1), (5,5), (6,6)     であり， 

 このとき，sin ս
ռ

= −1 , sin վ
ս
𝜋 = 1とすれば， 

  これを満たす組はない． 

 sin ս
ռ

= 1 , sin վ
ս
𝜋 = −1とすれば， 

 これを満たす組はない． 

(iii) 𝑆 = −1のとき 

 これを満たす組はない． 

以上より⑴とあわせて，𝑆が整数となる場合の数 

は154 + 1 = 155通り．従って，求めるべき確率は 

155

216
 

である．」（＋13 点）（答えに＋7 点） 

 

【講評】 

⑴難易度 E 

正しく場合分けするのが非常に困難であり，試験

時間中に場合分けしきるのは厳しいだろう．しか

し，発想は至ってシンプルなので，方針は立てや

すい．3 つの要素を正しく数えられるかを見るた

めの問題であるが，完答は非常に難しい． 

 

⑵難易度 D 

こちらも場合分けが煩雑であり，数え漏れをしや

すい設問である．こういった問題を正しく解きき

るためには，計算用紙を贅沢に使い，順番に数え

上げていくことが大切である． 

 

総合して，場合分けが非常に煩雑になる難問． 

 

大問 4 総合して難易度は D 

□5  （40 点） 

連続𝑛整数の積 

𝑚 × (𝑚 − 1) × ⋯× (𝑚 − 𝑛 + 1) =
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
 

が𝑛!で割り切れる事を示す事は， 

𝑚!

𝑛! (𝑚 − 𝑛)!
が整数になることを示す事と同値 

である．」（＋10 点）（☆） 

ここで𝑚個の物から𝑛個を選ぶ組み合わせの数は 

𝐶։ֈ

 
=

𝑚!

𝑛! (𝑚 − 𝑛)!
通り 

であり，これは紛れもなく整数であるため，題意

は示された．」（＋30 点）■ 

 

〈別解〉 

（☆）のつづき 

任意の素数𝑝に対し，上式の分母と分子が何個の 

素因数𝑝を持つかを数え，分子のほうが多い事を

示す．ルジャンドルの定理より，𝑚!が持つ素因数 

𝑝の個数は(⌊𝑥⌋は𝑥を超えない最大の整数とする) 

ంড
𝑚

𝑝ֆ
ঢ

�

ֆ=φ

個． 

同様に，𝑛! (𝑚 − 𝑛)!が持つ素因数𝑝の個数は， 

ంগড
𝑛

𝑝ֆ
ঢ + ড

𝑚 − 𝑛

𝑝ֆ
ঢঘ

�

ֆ=φ

個． 

ここで floor 関数の性質より，⌊𝑥 + 𝑦⌋ ≥ ⌊𝑥⌋ + ⌊𝑦⌋ 

であるから，題意は示された． 

 

【講評】 

難易度 C 

整数の有名定理を証明する問題である．技巧的で

はあるが，二項係数の意味を考える事で，瞬時に

示す事ができる．思いつかなかった場合は別解の

ように地道に示すと良い．数式から組み合わせに

持ち込むというテクニックはたまに出てくるた

め，よく演習しておくと良い．標準的かそれより

やや易しい難易度の問題． 
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□6  ⑴ （7 点） 

𝑓(𝑡) = 𝑒ռ֏に対する𝐹(𝑠)は，定義より 

𝐹(𝑠) = lim
ᇗ→�

௷ 𝑒−֎֏ ⋅ 𝑒ռ֏
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

       = lim
ᇗ→�

௷ 𝑒−(֎−ռ)֏
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

       = lim
ᇗ→�

ই
−1

𝑠 − 𝑎
𝑒−(֎−ռ)֏ঈ

Ј

ᇗ

 

       = lim
ᇗ→�

ঁ
−1

𝑠 − 𝑎
𝑒−(֎−ռ)ᇗ +

1

𝑠 − 𝑎
ং 

       =
1

𝑠 − 𝑎
 

である．」（＋７点） 

□6  ⑵ （2３点） 

ℒ[𝑓 ஥(𝑡)] = lim
ᇗ→�

௷ 𝑒−֎֏𝑓′(𝑡)
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

       = lim
ᇗ→�

ভ[𝑒−֎֏𝑓(𝑡)]Ј
ᇗ − ௷ (𝑒−֎֏)஥𝑓(𝑡)

ᇗ

Ј

𝑑𝑡ম 

   = ॕ0 −  𝑓(0)ॖ + lim
ᇗ→�

𝑠௷ 𝑒−֎֏𝑓(𝑡)
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

            = − 𝑓(0) + 𝑠𝐹(𝑠) 

∴ ℒ[𝑓 ஥(𝑡)] = 𝑠𝐹(𝑠) −  𝑓(0) ⋯ ① 

である．」（＋10 点） 

ℒ[𝑓 ஥′(𝑡)] = lim
ᇗ→�

௷ 𝑒−֎֏𝑓′′(𝑡)
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

       = lim
ᇗ→�

ভ[𝑒−֎֏𝑓′(𝑡)]Ј
ᇗ − ௷ (𝑒−֎֏)஥𝑓′(𝑡)

ᇗ

Ј

𝑑𝑡ম 

   = ॕ0 −  𝑓′(0)ॖ + lim
ᇗ→�

𝑠௷ 𝑒−֎֏𝑓′(𝑡)
ᇗ

Ј

𝑑𝑡 

           = − 𝑓 ஥(0) + 𝑠 ℒ[𝑓 ஥(𝑡)] 

①より， 

ℒ[𝑓 ஥′(𝑡)] = − 𝑓 ஥(0) + 𝑠ॕ𝑠𝐹(𝑠) −  𝑓(0)ॖ 

        = 𝑠ϵ𝐹(𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓 ஥(0)⋯ ② 

である．」（＋13 点） 

□6  ⑶ （30 点） 

𝑓 ஥஥(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 2𝑓(𝑡) = 𝑒−֏   

は⑴，①，②，𝑓(0) = 0 , 𝑓 ஥(0) = 0より次のよう

に変換できる． 

𝑠ϵ𝐹(𝑠) + 𝑠𝐹(𝑠) − 2𝐹(𝑠) =
1

𝑠 + 1
 

左辺を𝐹(𝑠)でくくり， 

(𝑠ϵ + 𝑠 − 2)𝐹(𝑠) =
1

𝑠 + 1
 

(𝑠 + 2)(𝑠 − 1)𝐹(𝑠) =
1

𝑠 + 1
 

𝐹(𝑠) =
1

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑠 − 1)
 

である．」（＋10 点） 

部分分数展開して， 

𝐹(𝑠) = −
1

2
ঁ

1

𝑠 + 1
ং +

1

3
ঁ

1

𝑠 + 2
ং +

1

6
ঁ

1

𝑠 − 1
ং 

である．よって，積分変換の線形性と⑴より 

𝑓(𝑡) = −
1

2
𝑒−֏ +

1

3
𝑒−ϵ֏ +

1

6
𝑒֏ 

である．」（＋13 点）（答えに＋7 点） 

 

【講評】 

⑴ 難易度 A 

定義がわかればただ積分し，極限操作をするだけ

の問題である．易しい． 

 

⑵ 難易度 C 

難しくはないが，なれていないと部分積分の形が

見えにくい．また，ほとんどの人が見慣れない変

換であると思うから，数式を読み解いて運用でき

るかという能力が求められる．標準的な難易度． 

 

⑶ 難易度 D 

二階線形非斉次微分方程式をラプラス変換により

解く問題．やっていることは難しくないが，なれ

ていないため，何をしなければならないかが見え
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ない人も多かったと思われる．また，微分方程式

自体があまり入試で問われないため，演習をして

いない人も多く，発想的にも難しかったか． 

問題自体は難しくないが，経験値を鑑みて，完答

は難しいと思われる．標準より難． 

 

総合して，ラプラス変換を背景に，微分方程式を

解くと言う問題であった．ほとんどの人が見たこ

とがない問題であるだろうから，見た目の難しさ

に惑わされてしまうということも十分あり得る． 

しかし，実際の試験の場面ではこういった見た目

が怖い問題でも，やってみると意外と手がつけや

すいという事もあるため，日々の演習の中で，ど

ういった問題から優先的に手をつけるかという事

を考えながら問題を解くことが大切である． 

設問としては標準よりやや程度の高い問題であ

る． 

 

大問 6 総合して難易度は D 

 

【総括】 

有名問題や典型問題に少し手を加え，標準～やや

難の問題を取りそろえた問題構成であった．配点

を見るとわかると思うが，計算の重い設問や，ほ

とんどの人が見たことがない（であろう）設問の

配点を高くした．従って，4 割ほどの得点率まで

は容易に届くが，そこからの思考力によって得点

率が大きく変わる問題群である．6 割を超えるこ

とを目標に問題を解くと良いだろう．数学の得意

な人や，数学を得点源にしたいという人は，得点

率が 7 割を超えれば十分に良いと考えられる．ま

た，記述に関してはそこまで難しくない問題群を

そろえたので，難しくない記述で得点を落とさな

いように，注意したい．難関大（特に東大，京

大，東工大）では記述の巧拙で得点が大きく変わ

るため，日頃から論理の飛躍がない答案を作れる

ように訓練しておくべきと言える． 
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編集後記
こんにちは、今年度のかずけんの会誌の編集を務めました、2年の藤井佑成です。さて、

千葉高の数学研究会、「かずけん」の会誌はお楽しみいただけたでしょうか。「かずけん」は
今年で三代目となりますが、実は正式な部活でも同好会でもありません。ですから、勧誘な
どは行われておらず、知る人ぞ知る団体となっているのです。特に今年は「かずけん」補足
時の先輩が卒業してしまい、「かずけん」の存亡自体も危ういような状況にありました。し
かし、せっかく先輩方が作って下さったこの団体が私たちの代で途絶えてしまうのはあまり
に残念だと思い、私は数学好きの友人たちや後輩を「かずけん」に誘い、会誌の執筆をお願
いしました。そして今日、こうして第三代・かずけん会誌を無事発行することができ、安心
するとともに、誇らしく思っています。執筆をしてくださった方々、そして会誌の発行にご
協力いただいた皆様、本当にありがとうございました。

今後も「かずけん」の活動がますます盛んになり、会誌の発行も千葉高の伝統となってゆ
くことを願っています。(入会希望の方はお気軽にお申し付けください。)今後とも「かず
けん」をどうぞよろしくお願いいたします。

県立千葉高校数学研究会 第三代編集長 藤井 佑成

かずけん 第三号 2024
2024 年 9 月 14 日発行
顧問: 長 新人 先生
編集: 藤井 佑成
発行: 県立千葉高校数学研究会
Instagram: @kazuken chs

X: @kazuken chs

https://sites.google.com/kenchiba.net/kazukenchs

〒260-0853 千葉県千葉市中央区葛城 1-5-2

TEL 043(227)7434 (代表)
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